[E 昌 荔 办 和 二 妆 鞍 


现代 应 用 数学 从 书 
变 本 数论 
[日 1 功力 金 二 妇 车 


刘 书 琴 训 
扬 宗 拖 接 


匡 汗 各 学 要 笠 测 请 广 


内 容 提 要 
机 书 二 日 本 畴 变局 由 出 腹 的 现代 应 用 狼 学 丛书 过 一 的 由 尊 
林 =- 至 书 提要 地 诽 带 了 复 宅 本 数 注 的 一 此 和 宦 目 扫 售 : 复 扫 改线 
性 西数 、 正则 次 歼 衣 和 入 耳闻 、 Qouehy 积 呈 定理， 昔 侍 画 数 的 
正则 性 腔 莉 立 前 谓 . 解 本 开拓 于 肛 暴 身 、 于 入 本 数 . 攻 了 攻 语 数 每 
滥 亿 高。 厚 书 牙 一 是 更 合并 成 一 册 肌 版 。 
作为 北 学 丰 才 下 ,也 可 供 芽 程 师 各 
兴工 作者 入 者 。 
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这 一 套 习 是 极 汤 日 本 岩 波 书店 出 上 的 “现代 应 用 数学 讲座 ?" 翻 
隘 而 戚 。 日 交 原 书 上 其 了 5 管 60 册 ,分 胸 A.B 两 组 ,各 稻 有 序号 。 
更 在 拒 诛 米 同 一 题目 分 成 两 册 或 三 册 的 加 以 合并, 整理 成 挫 种 ， 
未 另 分 棚 大 号 , 陆 乱 翻 译 出 版 。 

这 父 书 涉及 的 面 很 广 , 其 内 容 都 和 现代 科学 技术 密切 有 关 , 有 
一 定 央 性 价 值 。 每 一 本 书 收集 的 资料 都 比较 让 富 , 而 披 述 扼要 ,篇 
幅 不 多 ,利于 薰 考 肪 较 短 时 间 掌 所 有 关 学 科 的 主要 扩容。 虽然 ， 
这 丛书 的 某 凤 观点 不 尽 适合 于 我 国 的 情况 , 钼 其 方法 可 供 参 六 。 
因 也 , 翔 避 出 版 这 一 套 具 ,对 我 国学 术 界 是 有 所 助 丛 的 。 

由 于 只 交 原 书 是 1957 年 起 以 讲座 形式 随 粮 出 版 的 , 鹤 作 时 间 
布 | 篇 辐 的 限制 不 可 各 更 地 会 影响 原作 者 对 内 容 的 处 理 ， 为 了 尽 可 ” 
能 地 焉 少 这 种 影响 ,我 们 在 每 一 靛 本 中 , 特 请 泽 者 或 校 关 者 撰写 序 
或 后 记 , 以 介 夺 有 关 学 科 的 最 近 爱 展 钛 况 , 并 对 对 书 内 容 作 -… 些 评 
价 ,提出 一 些 省 法 , 精 合 我 国情 况 补 充 一 些 资 料 交 献 ， 在 广内 过 于 
简略 或 不 是 的 地 考 添 加 了 必要 的 法 苇 和 玻 正 原 书 中 拜 在 的 一 些 罩 
误 。 希 望 这 些 工 作 能 对 篇 者 有 所 帮助 。 

承 昔 翻 琴 和 核 关 的 同志 ,为 提 山 书籍 交 质 量 付出 了 五 大 劳动 ， 
在 此 特 和 至 纪 诚 殖 的 谢意 。 

欢迎 读者 对 本 书 提出 批评 和 意见 。 


上 上 海 科学 技术 出 版 社 
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妈 者 序 

复 变 数 男 数论 是 数学 中 发 展 得 成 熟 的 一 个 分 支 ， 也 是 近代 数 
地 的 基山 之 一 , 内 容 非 常 丰 当 。 本 书 作者 在 未 大 的 篇 幅 内 介 厅 了 
窟 的 主要 内 容 的 初步 ,对 材料 的 取 全 利 安排 作 了 不 少 努 力 ,应 当 谭 
这 古 ~-- 本 学 习 复 变数 画 数 痊 的 过 好 六 装 请 物 。 

由于 客观 的 需要 , 复 变 数 丙 数 的 研究 在 二 A 作 世纪 就 已 开始 。 
如 逐 骨 往 前 演 济 的 语 , 有 关 的 个 别 概 念 还 更 时 一 些 。 例如 本 书 中 
捍 到 的 auchy-Riemamn 瑟 程 ,事实 上 在 十 六 世态 初 已 由 dAAlem- 
bert 和 Euler 研究 过 。 龙 其 是 Euler 还 研究 了 复 变 数 画 数 在 流体 
力 人 学、 地峡 和 制作 法 及 积分 学 和 的 应 用 。 但 是 邓 之 作 系 竹 的 研 罕 ,从 
而 形成 为 数学 的 -一 个 独立 分 赤 的 , 则 应 当 首 推 Qauchy, 其 次 有 
Riemann 和 Weierstrasg 也 莉 作 出 了 不 少 责 献 。 在 上 一 世纪 , 随 
湖 生 产 发 展 的 需要 和 数学 其 他 分 支 的 影响 ， 这 站 学 科 得 到 了 -于 
鸣 发 展 而 束 于 夏 融 ,到 今天 已 成 为 数学 的 主要 基础 之 -一 

月 从 Weierstrass 提出 了 “ 画 数 f(x) 在 其 本 性 奇 点 的 分 咸 内 
可 赵 浊 于 任 一 舍 “ 的 性 质 以 后 , Picard 在 1879 年 应 用 模 画 数 诈 明 
所 齐 上 icard 定理 (第 7 了 章 )。 从 此 展开 了 近代 的 整 画 数 及 年 糙 
图 数 的 理论 。 革 于 整 男 数 ,由 于 Borel, Valiron, Hadamard 等 :人 
的 合 守 ,以 更 精 守 的 业 果 下 党 了 Piceard 定理 的 内 容 , 同时 对 -于 整 
，” 诸 数 的 值 的 分 布 , 商 数 模 增 长 的 状况 作 了 不 少 的 研究 四 。 到 本 此 
邦 三 二 年代, RNevyanlinna 利用 Jensen 公式 (§$ 20) 证 昌 了 所 家 
二 一 第 二 基本 定理 司 20) ,把 过 去 得 到 的 基于 整 画 数 和 补 入 本 数 


笑 ”例如 ;可 涂 再 DB. 下 ,JJeHHHY PaemTpegeT6HB6 KopHe neds ByHRIHN. 1950: 
Boas: Entire functiong, 19654; 政 Cartwright: Integral Functions, 1958, 


9 曙 者 六 

的 某 些 个 别 结 果 加 以 统一 ， 树立 了 秆 和 富 画 数值 的 分 布 理 宰 ， 挫 广 
了 Picard 定理 全 。 和 以 上 理论 紧 害 地 联 夭 着 的 有 到 全 和 集 理 次 , 秆 
视图 数 的 太 丙 数 ，Riemann 面 型 的 国 题 等 , 部 在 和 近代 得到 本 反 
恨 全 ， 

点 具有 某 些 性 质 的 画 煞 族 作 为 研究 的 对 象 ， 忠 个别 侧 数 的 理 
论 促 进 了 函数 族 理 葵 的 发 展 。 反 过 来 , 又 由 图 数 族 的 理论 推导 出 
全 由 区 邹 的 一 系列 性质 。 例如 正规 族 的 理论 , 豆 是 市 世 和 红 复 严 孝 
画 数 论 的 新 的 内 容 之 一 。 正规 族 理 花 的 研究 , 下 只 解决 了 古典 画 
数 诊 中 一 些 重大 症 题 ,也 刺激 了 上 共 他 画 数 族 理论 的 发 展 包 。 

其 形 上 映照 是 古典 辣 题 之 一 , 十 九 忆 入 以 前 ,已 在 深 淅 发 展 ,日 
Riemann 开始 作 了 系统 研究 , 葵 出 了 共 形 映射 的 基本 定理 ($17)， 
开 性 了 几何 画 数 论 信 新 途径 ， 途 成 为 复 变 数 画 数论 的 臣 本 和 内容 之 
一 ， 上 让 此 以 后 , 浴 过 Schwars, Picard, Poinearé, Koebe 等 大 的 的 
力 ,到 本 世 礼 霜 , Uarathéodory 注 出 了 馆 域 核 的 概念 昌 ,并 研究 了 
边界 对 应 的 关系 (并 记 。 最 简单 的 问题 是 音速 通 下 的 童 吁 酉 射 ， 
对 应 的 画 数 就 是 单 叶 夯 煞 。 单 叶 面 数 的 理 乔 月 08be 开始 , 杂 过 
Bieperbach, Lowner, [ittlewood, LoryanH, Bohiffer 等 人 的 研究 ， 
志 更 在 已 有 极 大 的 发 展 。 在 痢 叶 面 数 葵 中 ,例如 镀 甜 定理 ,旋转 定 


四 可 恤 看 ,例如 迷 正 次 : 画 数 诠 上 下 堆 , 日 本 朝 亿 书店 , 1953; 消 水 蜂 次 那 : 井 近 
丁 刘 话 , 日 本 只 波 数 学 讲座 , 1935; 及 , Nevanlinna: Le th8oreme de Pioard-Borel 
Bt la théorie dee tfonctiong mnéromorphegs, Gantbhjer-Yillara, Paris, 1929 及 卫 ， 
Nevanlinna: Findentize analytiachoe Foutiktionen, Springer, Berlin, 1053. 

得” 驮 看 李国平 : 牛 阁 三 数 的 票 导入 理论 ,科学 出 版 社 ， 1958; 能 代 清 : 孤 近 2 力 
煌 请 , 日 本 上 岩 收 书 测 ; 1941; BR. Nevaniinna: Eindentige analyiische Funktionen, 
Springer, 1953. 

吕 ” 故 看 前 引 请 水 属 次 即 的 书 及 卫 . Montel: Lecorns ur leg familles normales 
da tonctiong snalytidues et lourd applicationg, Gauthioar- Villare, Faris, 1927. 

”例如 参看 草 兽 次 : 复 普 责 数 几何 运 询 , 科 学 出 腊 社 , 1956; 小 招 勇 作 :等 角 写 象 
议 , 上 下 项, 日 本 共 充 脏 ，1949; 柏 格 受 : 税 画 数 彻 夫 形 映 照 ,科学 几 版 i 社 ，1958， 
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; 授 址 同 是 有 友 夭 数 问 题 竺 方向 ,或 基 已 全 部 解决 ,或 者 已 解 兴 了 
;这 毕 同 是 如 解决 不 仅 六 计 本 并 认 本身 和 有 避 大 的 价 入 El 
在 孝 尝 的 此 他 领域 也 芝 到 不 小 的 影响 全 。 不 仪 如此, 下 这 些 疝 题 
的 研 完 而 产生 的 方法 (人 恒 如 变 分 方法 ) 已 成 为 研究 荣 些 其 他 分 支 的 
有 利 工具 。 

在 单 叶 足 射 奔 守 的 影响 下 , 夺 音 时 瑟 身 也 布 了 很 天 发 展 ,这 或 
是 老 时 夯 煞 的 骨 纤 。 这 应 当归 动 于 Littlewood, ny7aHH, Bpencar, 
Hayrman 等 人 人 鲁 ， 

主 于 杀 进 通 域 的 蛇 身 ,人 攻 06bhe, Poinearé, Grotzsch, Grunsky 
等 人 在 这 片面 作 了 不 宵 的 工作 鲜 。 

多 但 范 数 伯 久 究 引 出 了 许多 新 的 问题 , Riemann 夺 和 单 低 化 
问题 就 是 其 中 主要 的 方面 。 本 书 对 于 Riem2nn 而 已 秀和 给 与 了 和 近 
代 化 的 定 儿 ($15) ,在 Ahlfors-Bario 和 Weyl 全 的 书 上 有 进一步 
的 关 述 。 译 于 单 值 世 更 题 , 判 就 是 研究 域 Ds 和 域 访 之 间 的 名 
值 尖 邓 吉 为 单 值 关 和 对 的 问题 ,十 妃 黄 世 末 期 皮 粹 有 不 少 上 大 ， 加 
Poinoaré， Klein，Boehwarz 等 作 丁 一些 亲 基 性 的 忆 号 革 些 特殊 情 
沈 的 角 宪 。 信 如 代数 画 数 的 单 什 化 可 以 出 息 守 画 数 完全 和 解 沁 ; 由 
比 引 起 了 拓扑 二 其 形 喘 射 理 葵 的 竺 合 。 到 1908 年 ,及 oepe 和 
Foincare 同时 解 岂 了 渡 一 周 题 ， 最近 有 关 这 一 问题 的 矿 究 ， 更 行 
了 极 大 的 发 展 四 。 

知 ”例如 大 看 访 加 音 ; 单 叶 国 数 的 共 些 同 题 ， 利 潜 量 版 社 ，1955; Shusffer and 
PPENCerT: Coaflicient regioneg for achiicht furictions, Ar. Math. Soc., 1095. 
Hayman: Multivalent functivong, 此 处, 或 可 洽 看 上 上 dH| 芒 党 于 点 有 裔 引 清水 说 次 车 的 
的 物 ” 惟 看 Hayman: Moltivalent functions. 

从 ”参看 如 引 恩 和 否 阐 的 介 变 画 数 并 何 迎 论 中 小 极 更 作 的 书 。 


DD Ahliors-Sario: 了 iemanm pzfaces，Primeetom Univ. Presa, 1960; Wevyl: 
Dis [doe der Rismannschen Fliche, 8:é Aufl., 1955. 


各” 可 尖 肚 尼 几 标 拷 : 昔 擅 化 科学 出 版 讲 :, 1950， 


4 族 者 席 

此 外 , 在 复 亚 数 醒 数 蔡 中 还 有 很 多 重要 人 分光 ， 例 如 特殊 画 数 ， 
光复 变数 丁 数 , 三 多 解析 画 数 , 拟 亿 花形 映射 等 都 有 很 大 发 展 , 可 
壮大 着 的 书 币 很 多 ,这 里 不 能 一 列举 。 

孔 于 祥 老 的 水 半 , 访 训 之 处 ,请 著者 批评 指 T 正 ， 


划 韦 淮 
1983 秆 号 月 
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第 1 蚤 ”复数 及 税 性 函数 


$1 复 数 


复 变 效 醒 数 诊 简称 复 变 末 数 蒋 ， 更 简单 地 呀 做 画 数论 。 它 基 
时 -从 世 元 未 开始 ,在 十 九 世 和 建立 了 巩固 的 基础 ,本 世 元 更 进 一 
步 碳 为 数学 主流 之 一 , 随 着 年 代 的 增加 , 加 大 了 新 开拓 的 分 支 , 直 
宇 最 近 马 焉 为 一 洒 廉 天 的 学 科 。 其 中 天 体 可 分 为 一 变数 肥 多 变数 
机 入 捕 形 。 这 里 内 介 儿 一 变数 的 博 形 。 

所 请 一 变数 画 数 论 , 即 答 定 一 个 独立 要 煞 2， 对 应 着 一 个 从 属 
变 煞 公 , 复 变 图 数论 就 是 研究 当 2 及 如 全 是 复数 的 情形。 更 仁 有 
企图 用 更 复杂 的 其 他 数 记 末代 复数 的 。 但 是 这 样 就 不 能 保持 复数 
情形 询 协 词 。 这 址 怕 是 因为 复数 在 数 邓 里 占有 一 种 独特 的 地 位 所 
招 教 易 。 改 我 们 首 尖 应 当 游 腾 复 数 在 数 双 内 占有 如 何 的 地 位 。 

1) 复 煞 在 数 系 中 的 地 位 ”上 先 假定 我 们 对 于 实数 是 已 辉 知 道 
的 , 基 用 洋 歉 定义 靳 数 , 应 当 上 沈 看 一 淖 宽 葛 要 得 出 怎样 的 烙 果 。 最 
初 对 于 这 样 新 的 数 〈 全 后 简章 地 呀 做 数 )， 规定 服从 成 下 的 轩 个 公 
理 , 即 希望 加 法 为 耳 能 。 

Ai 尾 痊 商 数 w, 有 9, 可 以 放行 加 法 4 二 8。 其 精 果 为 唯一 确定 
的 一 个 数 。 

Aa 四 有 具 加 法 糙 合 律 : a 十 (8 十 7Y) = (a 十 十， 

服从 加 沁 交 搞 律 : ma 十 后 一 月 十 wx 

太 ，( 减 法 的 可 能 性 ) 对 于 尾音 酚 数 g& 及 悍 , 方 程 上 直 2 一 月 至 少 
有 一 个 根 : 存在 。 

由 太 下 四 公理 可 以 简单 地 证 明 :对 于 玫 中 的 任 一 数 a;, 佐 避 十 用 
十 Qo 成立 的 数 日 只 有 一 个 存在 ;和 且 a 十 x 一 6 的 根 x 由 a 及 6 


和 莫 工 章 睫 数 到 疾 性 西数 

唯一 地 确定 ( 套 辣 本 从 书 中 的 < 代数 学 ») ， 这 样 的 2 写成 8B 一 a. 
其 次 ,我 们 增添 用 实 娄 4 乘 数 a 的 假定 , 且 潢 足以 下 的 四 个 贫 

3 : 

bi 全 体 的 数 “可 以 用 实数 & 尼 ,就 是 可 已 作 册 aa。we 汶 由 4 
在 扩 岂 定 的 数 。 特 别 地 ,对 于 任意 数 & 有 有 a=a. 

Sa 对 于 尾音 的 实数 4 及 任意 两 数 a 及 月 , 下 式 成 立 : 

tala-B)=arta8. 

Ss 任意 二 个 实数 4, 5 以 及 任意 数 4 之 问 ,下 式 我 立 : 

(go oS a 十 Ba 
Bs 尾音 二 个 实数 4, 6 以 及 尾 其 数 4 之 亲 , 下 式 较 立 : 
(nab a=ot{ba). 

由 此 公理 , 对 于 所 有 的 数 4 有 0:a=98, 对 于 人 金 体 的 实数 4 有 
R=， 又 只 要 #0, a0, Hl ard, 

个 对 于 妈 个 数 aa op 0 假定 只 涩 于 44 二 :二 2, 一 0 时 
才 体 ga 二 gacs 十 … 十 nan 一品。 这 种 性 质 吓 艇 wz aa pe 彼此 
米 性 狗 并 。 因 此 ,对 于 它 假 定 以 下 至 理 契 了 开 : 

D 有 限 的 目 然 数 mm 存在; 任何 ;十 4 个 数 都 不 能 为 多 性 名 
Ts 

人 这 一 公理 中 的 肯 然 煞 wr 中 的 最 小 的 为 %， 村 设 9 之 外 还 有 
数 人 存放 。 这 样 恰 好 有 % 个 入 性 独立 的 数 6@] ,683， 4 在, 使 共 
届 的 任意 数 & 党 可 用 以 下 的 形状 叭 一 地 表示 

z = 全 Wa6a 二 "… 十 必 ,6n， (I .1) 
即 可 考 谭 为 具有 人 举 标 (1 42a， 9 的 阿 量 。 

这 里 ,我 们 有 再 考 夸 其 的 乘法 ， 

Mi ， 任意 两 数 a, 有 之 间 可 以 施行 千 泪 。 写 的 精 时 是 唯一 的 ， 
用 &8 (或 “8) 表 下 。 

Ms， 加 尘 与 砖 法 之 加 分 配 律 谍 立 。 上 四 对 于 任意 的 < 8, ?有 


$1 各 雪 9 


atB+y}=aB tay, (B+Yia=~Ba— Ya. 
Ms 张 法 及 涉 数 乘法 之 问 有 以 下 关系 遍 开 :对 于 企 音 的 数 a， 
后 及 洋 数 @ 0 (a (68) = (ob) (m8), 
由 此 ,对 于 主意 的 数 w 有 ad 一 dm 一 
必 广 溢 法 的 乌 质 ,还 着 谍 以 下 的 两 公理 : 
Mi 深 潜 服从 缚 合 律 。 对 于 任意 的 &, 8， ?> 有 
eBY) = (8) Y, 
Mi 单位 的 存在 ) 存在 数 8, 对 于 任意 的 数 上 有 sa 一 as 一 。 
可 怪 推 呈 这 样 的 单位 只 有 有 一个。 作为 另外 的 先 潜 公理 ,可 以 
和 状态 4% 共 4 的 wx 作 除 数 的 除法 可 能 性 , 但是 我 们 不 作 这 样 的 假定 ， 
放假 定 二 玫 且 的 下 交 公 惠 : 
Ma 对 于 任意 两 炊 &, 86, 假定 和 关 日 日 关 日 阳 a8 二 9. 
这 里, 和信 8 为 次数 ,在 数 ge 及 6 之 问 建立 对应 ,这 对 应 
i 
秆 一 一 对 上 应, 并 且 吉 减 滋 除 也 是 百 相 对 应 人 多， 因 之 , 成为 同 构 。 因 
隐 和 在 这 里 实数 的 尼 法 和 贰 的 乘法 就 沟 有 区 岂 了 。 这 样 , 具有 形 如 
48 时 数 上 全体, 即便 痊 虑 为 实数 也 和 不 会 有 了 矛盾。 这 就 是 癌 实 数 作 
为 妆 的 性 别 情形 ,而 是 数 中 的 一 部 分 , 因 汶 8 与 9 对 应 , 吉 邻 后 号 
作 #=0. 
从 和 红 二 Ey 当 和 =] 时 ,大 只 是 尖 数 了 。 因 此 则 证 就 在 于 nw 宕 2 
的 情形 。 
在 有 兰 2 的 了 时候 , 由 于 还 存 企 普 实 数 久 外 的 数 , 取 闪 中 的 企 一 
个 依 黄 汶 二 , 作 引 
二 
国 为 叱 们 让 是 线性 独立 , 帮 记 下 的 代数 万 程 扎 立 : 
a 0， (3.1) 
其 宁 的 系数 sl， aa py tz 蕉 是 实数 。 由 此 可 以 拒 入 .1) 在 端 因 


Ti OO 


4 第 工 束 ”复归 及 楼 性 画 数 
数 分 解 , 其 中 的 因子 最 高 为 二 次 式 ， 由 Ms 知道 其 中 至 少 有 -一 个 是 
0, 也 就 是 :对 于 不 是 实数 的 数 “， 有 实数 4 om 存在 ,使 

(过 一 弛 2 十 2 一人， 2 区 0. 
由 于 say eay ;Br 人 不 阶 是 实数 ， 命 6 二 & (2 一 2，3,…; RB) 求 出 她 ， 
0， 人 


全 一 
人 


以 代 村 aa 则 有 (te) 一 一 1 ， #4 一 2,3,…，n, 
守 暂 且 假 定 % 庆 3, 命 "， 585 一 2,3,…,%, 然后 作出 (6 十 64)， 
te 一) ， 这 些 都 寺 是 实数 (因为 6., 9 1 是 如 性 独 并 )。 因此 有 
时 
{十 6) 一 0042 二 4 二 和， 
{ (0 0) -0 }s4 0 
商 边 相 如 ,得 著 理 之 ,得 
一 生 一 (十 2 本 一 呈 ( 久 一 要 }6s 十 如 十 如 十 十 二 0. 
出 于 er, es ,了 为 线性 独立 , 襄 农 们 的 系数 为 9, 所 以 
村 二 和， 
洪 % 1 关 0 久 十 4 一生 ， 胃 [有 
站 二 (41.3) 
更 由 于 ==0, 故 由 红 .2) 有 (er 十 6s) 十 四 一 0。 由 此 去 掉 括 强 得 
一 2 十 (8r6s 867) 十 入 一 0， 


6 一 个 一 荆 ， 6 一 


[1.9 


故 Br 的 十 Bag 一 人 2 一 
再 .下 导 .31 有 . 

0 二 .3" 
由 此 命 


全 = 人 =- 站。 562 一 个 ， By 一作 Bg 十 下 的 人 一 疡 ， 本， 六 q (1 ,4) 


适当 交 挑 磷 实 数 Ty Wy (Wp 0) 9 使 占 ， G2， Uy En 全 是 各 性 外 江 ， 


1 复 区 6 
且 . 能 局 便 


) tH Li a MD 
51 一 二; ta。 一 ] c3 ”一 1， 4 tn -一 1， | 1. 


a 有 
PoE -B000 =- (0) , 2 一 号 ， 4， 本 I 


把 生 . 检 天 全. 如 ;因由 (.33) 可 应 求 出 放 ,, Y,， 

根据 (1 .Bb) 当 n 站 3 时 不 能 要 求 续 法 的 交换 律 。 这 是 由 于 加 
果 乘 湛 的 交换 律 成 立 , 旧 有 6x6y 一 0; 因 而 82, ss 至 少 有 一 个 为 0, 而 
这 是 不 合理 的 。 

一 二 面 当 一 2 时 ,因为 [i 一 1, 故 有 四 6 一 ssel ， 其 他 的 数 全 
部 用 红 .1 (用 经 代替 机 64 后) 表示 出 来 , 这 时 自然 得 秆 潍 话 
的 变换 律 。 

% 一 时 ,这 笠 的 数 呈 做 复数 ， 习 民 上 上 常用 文字 上 代替 6s， 

因此 , 全 体 的 复数 部 可 瞧 一 的 写成 2 一 2 十 馈 (这 里 2 4 是 沈 
数 ) 的 形状 ， 2 时 做 # 的 实 部 ,9 (或 移 ) 叫做 ?的 雪 部 , 分 中 用 
一 六 zy 一 人 表示 。 特别 地 ， 当 4 一 0 时 , % 上 做 就 感 数 ,4 叫做 
说 效 单 位 。 

因此 ,我 人 科 得 出 以 十 的 定理 。 

定理 上 消 足 ~ 六 Bi~B,D, Mi~ Me 等 二 个 公理 ,并 
和 服从 乘法 交换 律 (a6 一 Bq) 的 数 系 与 复数 一 臻 。 

2) 关于 复 效 的 四 则 算法 在 二 内 我 们 已 浆 知 道 复 数 可 以 起 
大 成 = 十 多 的 形 闫 ,其 中 ww, YW 是 实数 。 这 里 的 和 满足 售 == -二 ， 
理 在 把 复数 的 四 斯 算 洗 瑟 出 漆 。 第 因 二 wi 十 1 2 二 Tg 十 19 为 酚 
复 煞 ， 

41 (Vw) 二 (1 十 Ya) 
A (1 一 a) 十 多 (91 2) 9 
21 Ha (Wta — YI1ya) ti ry} 


21 TI re ， Wo a | 
MY + ama (2 0), 
24 i 二 3 rs 2 


为 了 计算 的 便利 ,还 有 所 请 共产 复数 。 共 定 复 数 4 二 “十 祥 ， 和 


和 第 1 章 复数 及 粳 性 丁 装 
空 县 和 相同 的 实 部 、 唐 部 只 相 痊 一贯 号 的 复数 ， 即 xw 一 绍 是 收 
zs 一 wy 扑 共 屯 复数 ,用 2 汪 示 。 

对 于 闪 师 复 煞 与 呵 肝 运算 ,有 忆 下 关系 艳羡: 


21 二 ga- 21 十 33， 2 一 各 一 21 一 Za， 
Sl 

| Z1"%2) 一 中 。 Za € )= 和 如 (3 基站) 。 
对 过 双 


同时 显然 有 (加 一 2 
其 次 ; 有 > -2 一 (十 铝 ) 人 一动 ) 一 玉 十 名 。 家 叫做 2 的 模 方 
Cnorm) ,用 日 中 求 示 。M NC2)( 衬 站 叫做 2 的 她 对 值 布 ,2 表示。 
和 区 于 此 有 以 下 的 法 副 : 
(TD 只 当 # 一 0 时 , 才 有 lg| 一 0. 
AD 对 于 尾音 两 个 复数 各, zo 有 


十 2， 4 lel (1.8) 
(II) 对 于 任意 两 个 复数 加 ,各 有 
加 | 一 | 为 | | (1 .7) 


$2 复数 的 几何 表示 


1) Qanss 平面 ”复数 几何 才 示 的 最 简单 万 泪 为 规定 平面 上 

的 朗 角 江 标 ,平面 上 点 PP 的 坐标 为 好， 几时 ,复数 

= a 
即 用 三 点 和 表示 。 由 此 誉 标 原点 口 与 2=0 浊 应 ,5 畏 表 未 实数 
轴 共 未 祁 万 数 。 因 此 ,2# 办 也 时 做 实 朝 ,， 9 轴 也 时 做 唐 蒜 . 

这 种 方法 虽 在 1806 年 由 法 人 ATgand 发 表 ， 其 实 Gauss 在 
1799 年 的 学 位 葵 交 中 已 区 用 到 了 , 故 现 在 时 做 Gau 久 方法 。 丧 示 
复 教 必 E 与 平面 上 的 点 一 -一 对 应 } 的 焉 面 破 大 们 叶 做 Gauss 平面 ， 
我 们 也 采用 这 一 称呼 。 

十 以 上 方法 ,有 治 数 > 二 x 十 乌 不 只 可 以 着 作 是 Gauss 平面 上 的 


3 复数 的 几 僻 雪 到 了 
寻 五 他 抽 ， 也 可 以 湾 麻 为 辣 量 OP， 因 此 ,复数 的 和 .着 已 及 与 实 
数 相 滋 , 部 可 按照 几何 学 中 国 基 的 算法 去 作 。 圣 于 和 滋 法 和 除法 也 
可 飞 应 用 这 种 万 法 去 作 。 有 时 将 复 数 汪 成 极 形式 下 驾 廊 便 . 

我 们 已 称 定 六 了 ?的 她 对 值 ; ?一 #4 十 名 时 有 ,21 = 十 这， 

因此 : 的 相对 值 表示 ?的 辐 量 的 长 。 现 考 洪 内 Cos 0 填 ising 
形状 的 复数 。 因 为 

Nicos0 ignd) 一 cos 0+inngl?—o00s 站 十 Sm 一 二 
碘 一 208 本 4 芷 六 在 忠心 为 原 后 、 后 全 为 工 的 单位 加 上 -2 显然 
是 器 量 2 与 竹 埋 的 正 开 同 的 变 角 。 

# 关 站 时 命 | 一 7 旭 s77 一 纪 的 和 经 对 值 为 二 且 在 单位 图 上 。 
问 合 :与 正 的 买 刺 拷 成 的 的 由 以 于 的 考察 
显然 是 8, 故 2 可 及 智 成 

3 一 站 [co8 oi sin dn), (2.1) 
0 于 做 z 的 幅 藤 ， 用 
=arg 2» 图 2 
表示 。 习 ,了 蕊 是 做 复数 2 的 极 形式 , 寂 也 可 以 酝 成 以 下 的 形状 : 
2 二 避 十 本 以 用 (oo08 y 十 DnY) 家 基 ， 
因此 当 %= 人 sw 时 由 于 0) 故 与 四 一 略 。 所 以 对 于 入 二 和 十 i， 
23 一 小 a 路 ya 有 


局 有 1 到 3 一 上 & 误 {nOg ds -十 中 Sn Wi 如 人 (GOA a 十 名 81 na) 


en (co08 yet sin ty) (cos gad sin Ws) 
—etth | (eo08 #1 C0 Ha 一 人 mi Wi Sin Ya) 
toon ya Sn Wat Mn Wf CO Ya) | 
—e™" "Teos (ys ys) +i Sn (y+ Ya) 
一 2 
故 上 面 所 考虑 的 cog 8 十 isin 8 可 以 笠 单 的 用 外 表示 。 即 
Zed, (2.2) 


8 第 工人 复数 及 先 性 西数 


四 个 复数 的 乘 际 引用 极 形 式 壕 为 邦 便 。 妨 答 定 两 个 习 数 13 

2 用 (2. 2) 才 示 的 极 形 式 
21 = es, 
则 
Fi a Oo a 
人 m4 二 rr(Co8 -tsing), 
0 0 一 人 [Ce08t 一 上 十 过量 mL 一切， 

雹 当 2< 一 ?ea 了 时 有 > 一 ”6 *。 由 此 假定 各 关 0 则 


Ma a TO YI x00 
2 。 艺 了 2 24|” 人 [| ~ 
硫 合 以 上 所 述 有 
下 
ia 23 一 | 和 1， 各 =- (22 六 0)， 


aTE [129) = Are 为 -十 aaT 它 2 ， 
arg 1 ) -arg 21 一 人 TE 2g {2+ 关 昌 2a 关 用)， 
| 


由 此 显然 有 
“一 Ye 人 天 人 侠 沾 一 一生， 十， 十 3 ，…)， 
2) 复数 列 的 极限 ” 简 定 复数 z 后 ,我 们 已 淘 定 义 了 它 的 翅 对 
。 勇 外 复数 的 经 对 值 斑 足以 下 三 公理 : 
(Ti = 一 如 时 , 则 有 有 下 只 当 这 时 半 有 ji 0. 
91 对 于 性 次 的 各, 24 有 | 十 %a| ss En 十 人 
(1 区 于 任意 的 入 ;2 有 | 为 :| 一 |211 2 
当 “: 为 实数 时 ，|#| 与 实数 的 轰 对 值 一 致 , 故 由 daD 有 | 一定 = 
仿 取 Gauss 乎 面 上 的 两 点 为; “a 央 
pls1, a) — [21 ~— 2s | 
恰巧 吉明 两 点 锯 , 2%3 间 的 uclid 焉 况 。 由 | 一 x| = 二 |z| 有 
PA 29) 一 站 (23 1), 


性 


$23 复数 的 扩 何 融 示 9 
EB 了 对 汗 全 疙 的 三 碟 81 ,29 各 有 
站 (2 Ka) 十 DP (X92) 二) 护 一 2 十 ,2 一 知 | 党 | (和 一 区 十 (22 一 28) | 
= | 一 23. 二 p(21, 23)， 
这 就 得 出 了 三 角 不 禾 式 。 自 人 D 知 两 点 筷 , ms 一 致 的 充 机 条 件 为 
PE21 2a) =O, 

这 样 , 借 上 壕 距 离 , 可 以 在 Gauss 平面 上 ,引进 有 uclid 二 猴 空 
辐 的 所 扑 , 丰 而 如 天 的 构 念 都 可 以 适用 ., 

例如 所 户 点 烈 {2 这 二 2, …) 疏散 于 点 a, 部 

lm PAGE Sn) —0, 
简单 地 写成 雇 下 的 形状 : 
lim br 一 阅 ， 

合 于 点 代 半 的 点 各 所 作成 的 点 刘 {2} ; 洲 lim 4 一 a 则 写作 a 万 才 ， 
这 样 的 点 的 全 人 钵 为 4， 它 亿 做 4 的 困 包 。 和 = 样 的 点 集 串 做 轩 
集 。 命 Gauss 三面 汶 卫 , 呈 一 4 为 闭 集 时 ,44 叶 伐 开 集 。 开 及 RBR 一 4 
的 公共 部 分 气门 (天 一 器 仇 44 的 边界 ， 宅 所 属 的 点 叫做 迎 界 点 。 
站 的 点 而 不 是 4 的 边界 点 的 点 吓人 备 44 的 内 点 。 

其 帝 , 不 包 含 任 何 点 的 梨 呈 做 室 集 。 4, B 为 两 个 久 ,， 如 果 
4 门 召 或 二 门 召 为 空 集 , 则 是 做 4, 吾 为 互 慰 的 集 。 葵 定 的 华 示 能 
分 把 两 个 非 空 的 互 斥 的 子 第 时 ,这 全 集 叫 做 速 通 第 。 

开 集 莽 且 连通 的 集 呈 做 十 (domain) ,一 个 域内 任 宕 两 点 可 且 
折 物 连 灶 、 爱 通 和 大 且 天 的 焦 叫 做 建 种 体 。 Gauss 下 面 上 能 够 包 合 
在 以 原点 为 中 心 < 有 限 竺 径 ) 的 加 内 的 集 凹 敌 有 界 集 ， 

有 上 淮 团 僻 4 具有 以 下 的 性 质 : 开 祭 的 和 什 
{9} ;44 的 各 点 &， 如 能 包含 在 {G} 的 趟 个 全 
内 , 则 由 {@} 中 挑 出 有 限 个 的 ;6，… ;GG, 它 
们 能 党 把 4 复 羔 : 图 2.2 
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4, 
这 i 站 做 Heine-Borel 定理 。 具有 这 样 性 质 的 集 在 后 填 学 中 吓 做 
冯巩 集 . 吾 eine-Borel 定理 的 另 一 种 说 法 是 有 界 南 巢 为 紧 稚 集 。 全 
取 紧 婴 梨 4 的 点 列 他 站 如 一 革 2 ， 则 有 了 更加 起 一 工 2 
及 4 中 有 一 点 & 存在 ,全 
lim 2 一 在 。 
有 异域 的 边界 只 由 一 个 这 种 体 构 成 时 ,在 域内 描 一 闭 折 秋 , 可 
以 保持 在 域内 连 和 车 变化 而 籍 为 域内 的 一 到 。 具 有 这 样 性 质 的 域 吓 
做 单 违 通 域 。 相 反 屯 对 于 m 关 2 的 自然 数 n, 有 界 域 的 边界 由 个 
科 此 分 离 的 如 苦 体 所 构成 的 域 叶 做 天 速 通 域 。 一 般 的 呈 六 2 时 都 
由 做 复 连 通 域 。 由 其 中 的 一 个 边界 巡 荐 体 到 其 他 的 这 界 过 贰 体 作 
折 灵 能 使 只 有 蜂 点 在 边界 上 其 他 的 点 全 在 域 央 。 如 果 这 -一 折 壤 
考虑 为 不 属于 束 内 , 则 残余 的 感 为 名 一 古 连 通 诚 。 
这 样 的 入 和 蕉 叫做 原 域 的 前 成 。m 着 通 域 引 人 mm 一 工 个 剖 榴 能 名 
使 原 域 变 觅 音速 通 域 。 
税 定 任 准 两 个 非 空 时 后 集 4 刁 时 , 取 满 足 &E4 2E 了 的 一 
对 点 2 ,考察 亡 倍 中 国 的 更 离 p(s, 5)， 这 样 的 Po 如 的 下 确 


界 町 做 和 4, 号 站 的 距离 ,用 p(t4，B) 表示。 
plA, B) int pgs, b), 


图 .3 由 ,号 的 全 其 部 分 5 变 梨 ) 4 门 B 是 空 代 时 ， 
叫做 有 万, 上 厨 斥 。 对 两 个 贤 箱 的 韭 空 的 瑟 太 的 集 竹 , B 请 有 
ptA, B) 一 习 , 


考 碟 了 点 出 的 极限 内 后 ， 无 窍 笑 烙 的 收 做 发 鹏 的 定义 完全 和 和 
实数 的 情形 一 样 , 即 葵 定 毅 数 


总 和 一 和 中 徊 十 "十 加 十 … (2.3) 


3 复数 的 几何 表示 ] 
对 于 性 一 个 自然 下 
收 一 和 十 各 十 -于 2， 
叶 做 无 敌 故 数 他 :3 的 部 分 积 。 如 果 lim 如 存在 县 为 有 穷 的 复数 ， 
就 亿 做 无 劣 锋 数 (2.3) 为 政 艇 ,相反 的 情形 呀 做 发 散 。 对 于 收 敏 的 
A = A 为 再 录 , 更 由 于 Lim 4 海 有 窃 ) EX 


lim = 1m A lim A 一心 
上 ts 


3) 复数 球 画 ”复数 的 几何 表示 的 第 二 方法 可 考 虚 复数 球面 。 
这 是 把 Gauss 平面 映射 到 球面 的 方法 。 方 沙 本 身 孝 产生 在 复数 之 
前 , 远 在 吉 时 的 希 台 时 代 Ptolemy 的 证 异地 图 制作 就 知道 用 这 一 
方法 。 

命 Gauss 平面 在 原点 -=0 处 与 咎 径 为 诗 的 壕 相 女 。 为 了 事 
有 即 理解 ,这 一 球面 看 作 是 班 球 , 大 引用 地 球 的 术 师 ， 切 点 为 南 
极 。 

在 空间 取 直 交 举 标 ( 卫 ,了 , 名， 下 坐标 及 了 誉 标 各 与 Gauss 
平面 上 的 实 理 、 吕 地 一致 , 2 韩 与 球 的 交点 为 南极 88, 即 原点 ,北极 
N 的 坐标 为 (0, 0, 1)， 

邻 本 Gausas 和 下面 上 的 任 一 点 已 用 z==8 十 亡 表 示 ; 这 一 点 和 北 
极 对 的 连 黎 与 球 降 相 奖 于 对 外 ,还 与 球 有 男 一 
交点 , 命 这 一 交点 为 了 ， 坐标 为 (及 , 了 ,2)， 

求人 2 与 (2 9) 的 关系 是 比较 篇 
单 的 。 带 实 上 于 的 中 心 9 为 (0, 0, 当 ), 因 为 
个 径 为 二 ， 故 球面 方程 为 


Kart 2 = 于， 


即 
下 3 了- 二 区 2 一 全 (2.5) 
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其 欢 连 Q@ (X90 及 NO0,0, 二 的 直入 , 四 和 于 它 的 方向 对 数 为 
t 人 2 一 二 赵 基 万 程 为 
A 于 zz 一 ] 、 
一 了 2.0) 
由 2. 合 下拉 可 求 出 45 8 天 于 和 了 台 的 表达 式 为 


了 
oT YI 2.7) 


由 此 注意 到 了 点 在 球面 上 ,得 出 NQ 的 长 的 年 方 为 
NG 二 1 一 人 (1 2) | 1 


人 [ep 
用 人 2. 的 也 可 求 出 蔷 , 了， 名 关于 wg 的 表达 式 为 
] 十 名 
ja 呈 芽 22” 
-2 二 2 
“TT a TT (2.8) 
Fe 3 | 


I 
这 样 的 栈 射 后 来 在 比利时 人 ron Aiguiilon 子 1618 年 出 版 掏 状 举 
书 中 全 应 用 过 ， 在 那里 吓 做 球 极 射影 (Stereo-graphic projection)。 
球 极 射影 的 重要 性 质 为 
定理 1 球 极 射影 把 Glauss 平面 上 的 阅 或 彰 业 与 球面 上 的 立 
对 应 , 即 它 机 具有 圆 贺 对 应 的 尖 和 柔 。 
姨 明 (ranse 乍 面 上 的 是 或 直线 的 洲 程 的 一 般 形 式 为 
wt 十 区 十 2 和 十 302 十 过 二 日 ， 
其 中 Ce 过 为 实 带 数 ， 疝 的 年 径 为 
~ boad lal, 
把 (2. 克 中 wy 的 值 代入 得 
(a—d)2+20T+2eF -ad—0, 
Eh rauss 年 面 三 加 的 等 在 一 平面 上 上。 


$2 复数 的 几何 吕 东 13 
根据 筷 .8) 球 牟 的 市 程 , 可 用 舍 两 个 变数 的 三 个 实 画 数 表 未 出 

来 ? 名 -一 艇 时 可 瑟 聊 
四 一 直人 有 一 了 (人 DN, Z=Z{r, y), {2.9) 


Gausg 分 别 作出 变数 zx, 9 及 灾 数 互 , 节 ,了 的 线束 , 印 


(aS) = (dX) + (dF) + td) , | 
(95)° =— (d%) + (dy) 
然后 骨 把 仙 .9) 人 代入。 事实 上 上 ,假定 定 ， 了 ,2 可 能 金 微分 , 则 
dX ox 


(29,10) 


dX i dt 
a BY 
d= U8 dy (2.11) 
58 一 -22 和 和 -CQ ay 
Ow ay 


把 它 代 天仙. 了 0) 得 
(0 六 一 五 ee 十 如 0 ， 2 
| 


(EE) + 


ar oF 0 Bt Oe on 
er ov Ow Ta By 


+ 


(2 .12) 


5 可 ) t+( G7) + (9 Bn | 
如 果 使 这 一 区 应 在 各 点 的 部 城 为 一 一 对 应 ,了 则 其 庞 要 深 件 为 : 
只 要 (d2) :十 (dy) ”>0 基 (4S)? 汪 0， 用 微分 形式 (2.12 具 有 正 的 
确定 符 导 来 表示 这 一 事实 ,我 们 现 全 假定 它 满 足 这 一 条 件 。 
舍 于 Qau 旬 入 面 上 上 取 相 下 于 加 一 加 十 ye 的 两 洛 请 曲 郝 位 ， 
Cs, 命 其 方程 各 沽 
vw—pi(t), yh (0A, | 
m0) 一 0 FiO0) = yo C=1, 2),) 
这 些 旬 长 由 人 .号 和 作 有 山 射 为 昌 面 上 的 曲 生 5 s ， 它 们 的 无 程 由 


(2.19) 
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{2.9) 具 有 以 下 的 形状 : 
这 二 古 i 让 二 芝 at 六 0 一 于 12110) 一 上 2000 ,1 
FoYD =Y DD, J) To-F (0) .=Ya0), r (3.14) 
T= ZI, vy) Zo=2100) = Zal0). 

曲 入 了 1 3 在 点 (So Toy to 相 瑟 ,在 交点 处 切 禾 的 十 程 各 为 


| OE Re 


aa 


(= 2， 如 = 人， 等 ) 
册 切 艇 的 琵 骨 生出 下 式 入 出 : 
CDg = Lo Mid NiNs (2.15) 
(其 中 互 一 玉生 了 A Ni 一 ij， 
1 一 MM 着 1 十 上 全 十 2 ， 遇 人 ,12 的 假定 卫 尖 D)。 


1 DY da A 、 oy . 
因为 了 一 全 二 一 和 等， 名 一 (种) 等, 代 人 (2.16) 并 


Brn Fr rey) + Gy 
VE Far Oy MV Be oa Gv 


(3903 关于 Zoo 的 充 锐 避 太 这 一 式 的 特殊 情形 ,加 (2 .9) 变 沟 所 二 4*， 
六 二 y ,人 二 人 0 的 情形 ,这 时 显然 有 加 = 日 ==1 ,了 玉 一 0 南 有 


— ,1 


co 月 := X19 ty (2.17) 


A wo fs " 

作 了 以 上 的 淮 备 后 ,为 了 使 共 常 有 包 一 六 换 句 证 部 ,为 了 得 出 
映射 为 共 形 tconformal) 的 条 任 , 特别 地 命 1 天 0, 多 下 0, 22 一 0， 
Wi 一作， 由 多 .477 得 cos 自 一 0， 由 于 名 =0, 本 S08 人 昌 一 0，” 天 由 
(2.16) 有 Fwys 一 个 Bh f=0, 

员外 ,特别 地 命 网 如 十 棚 扩 =-0 夏天 0, 克基 0 则 本 避 .1 人 奶 
然 有 oog8 一 0, 因此 由 于 全 =98, 圾 908 人 如 一 0 ” 玻 由 但 .1 外 有 


$3 鼻 数 的 几何 表示 16 
(Ewa 0, 部 再 一 他. 
反 沁 , 命 下 一 0, 吾 一 个， 央 由 于 侣 .16) 与 外. 二 站 为 一 鼻 ， 故 有 
C09 侣 二 co8 加 
定理 2 变换 人 忆 . 且 为 正 的 确定 符号 , 宅 具 有 共 形 性 多 充 要 条 
件 为 名 .了 2) 具 有 以 下 的 形状 : 
oS — .RE as) (an (R00), (2.18) 
令 取 球面 上 两 点 Pi (Xi Yi, 2 Pr-=-(Ag; Yes Za 其 
问 的 距离 筷 由 名 .为 


_-- .出 


?= PiPs tAX1— Eo) + (TT) + dm)" 


|g1 — ga ” 


~ ITFia| 1+ [sl 
其 中 和 为; 3 种 为 Pi 上 a 在 au093 下面 上 的 对 应 点 。 认 各 二 全 十 4y， 
2 粒 于 x9， 上 式 仍 然 趟 变 ; 丰 有 


(a8)*=— 


yr [ (ar) + Cay). (2.19) 


由 于 这 一 式 是 已 .18) 的 特殊 镶 形 , 故 

定理 3 球 银 射影 吻 去 韶 极 外， 对 于 其 他 的 所 有 点 与 auss 
村 面 上 上 的 点 为 一 一 对 应 :并且 是 共 形 映 寻 。 

球 般 射 形 把 球面 上 的 点 映射 到 Gauss 平面 上 , 其 中 只 有 一 个 
例 入 点 , 即 北 要 。Gauss 竺 面 上 的 点 驴 与 原点 无 限 地 十 离 时 ,和 羽 
对 应 的 球面 上 的 点 了 就 与 北 桩 接近 。 这 时 我 个 承 认 有 无 穷 远 点 。 
分 后 用 *=co 表示 这 一 点 ,而 用 北极 和 它 对 应 ,这 样 我 们 者 察 的 球 
栈 射影 就 没有 例外 点 了 , 有 人 把 它 叫 做 Riemann 球 或 数 球 面 ; 但 
我 们 把 宪 吓 做 复数 球面 。 

4) 了 ereator 射影 水 用 Gauss 平面 的 合体 而 只 取 其 中 的 
中 > 一 ce<t 二 十 的 部 号 ， 省 实 裔 Y=0 的 于 部 分 她 赤道 
一 数 ， 和 泡 成 区 箭 匮 住地 球 ;, 便 奈 面 王 的 点 和 和 平面 上 述 部 分 的 点 盛 
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六 一 一 对 应 且 为 共 形 上 映射 ,这 是 remer 于 4599 年 发 明 的 。 机 用 
这 证 法 制作 了 地 图 , 因为 他 是 用 拉丁 交 避 名 Meroator 发 表 的 ， 艳 
这 二 注册 作 Mercator 身影. 

在 他 的 地 图 中 ,六 铅 一 定 的 航路 Qoxodromic lmsj 要 求 在 地 图 
上 上 为 直 先 。 上 先 避 正 确 的 南 五 | 或 北 瑟 ) 失 加 的 航路 考察 时 , 这 是 尖 
硬 为 一 定 的 航路 , 吧 子 午 粮 敢 他 是 与 和 示 赤道 的 实 轴 下 诡 的 站 灵 。 
其 次 就 正确 的 东方 (或 贡 方 ) 指向 的 航路 洗 察 上 时， 这 是 重度 为 -一定 
的 航路 ,因为 它 访 与 于 午 凡 正 交 , 均 必 须 为 与 # 韩正 交 的 直 钱 。 

今 命理 了 球 的 半径 为 工 地球 上 一 -点 的 得 刻 坐 标 为 了 ,了 吕 
其 丢 讼 、 入 论 为 {8p，)，, 洪 这 一 点 与 地 图 上 的 点 民 , 吃 对 应 ， 首 
每 出 关系 

$y. 

了) 及 (上 9) 中间 的 关系 已 熟知 为 


有 一 CD0g 站 CO pp， 
了 =e0g 8 sin vy, | (2 .20) 
2gin t, 
由 此 得 
(dS — (dN) (d+ (a2 + 
= (0d) +o0s 0 (dp) 3 {2.21) 


四 于 (Go ?+ (Ay) = (dp) + (Gy. 
战 根 据 上 独 的 定理 3, 为 了 个 睦 对 是 共 形 杀 , 只 要 
(dS) = (0) + eos ddp) = Ep, {dp + Ww), 
Big >0 
就 够 了 。 换 各 话说 ,由 
Blg, =—con0, 部 (de09 0 (dy)’ 


ga3 杂 性 血 数 17 
及 位 定 昌 一 9y10) 就 够 了 。 这 里 有 

a — Cog Bay. (2.22) 
且 强 积分 以 或 YY (由 于 8 二 0 过 示 赤道 , 故 v0) 二 人 0 


2 -| ,这 GO03 总 (多 t=sin 0) 


-| ds J to T-HFen 
oo 1 2 1—sing° 


改 叉 上 有 


1 1+sing 
本 log -and’ “$F: . ‘2.23) 


这 束 得 出 了 Mercator 的 射影 公式 ,不 过 北 概 及 南极 在 平面 上 不 出 
了 


33 并 性 画 数 


1 共性 男 数 的 标准 形 分解 ” 为 了 芍 习 处 理 复 数 , 考 黎 奉 性 面 

数 鸭 理论 束 为 故人 合 。 具 以 下 形状 的 除数 
_ a2+b 
Sd he 


叫做 名 是 # 的 如 性 落 数 ,其 中 &,， 90,6, 9 为 复数 常 喜 , 是 这 -- 疙 柱 
图 瘾 的 党 数 。 包 是 与 z 无 关 的 常数 的 充 要 条 件 是 nd 一 be 一 0. 
此 我 们 多 党 假 定 以 下 的 附带 条 件 : 
中 一 上 一 上 天 必 (383.2) 

特别 需要 强调 这 一 条 侍 时 ,叫做 非 奇 异 (mon-singular) 移 性 陋 数 。 

线性 面 煞 忆 .已 稳 党 可 玉 用 几 个 所 铺 标 准 形 (normal fozrro) 的 
简单 区 性 画 煞 的 租 会 表示 出 来 。 下 面 台 考 察 把 答 定 的 龙 性 画 歼 分 
解 为 标准 形 疯 万 法 。 

第 一 种 悟 形 : 6 半 00 时 ， 


(8.1) 


18 第 1 但 复数 太 炎 性 醒 歼 


(a es) 


这 3 
序 把 Wi， wa 一 字 -， EL: 2 急 一 ts 十 人 入 介 局 ， 
出 如 司 秽 到 地 ， 

第 二 种 情形 : c=0 时 ,这 一 情形 再 洪 虚 到 4 了 日 显然 有 和 关 0。 


下 
名 一 忆 z 二 加 ， 
即 导 和 储 单 地 出 
2 一 也 六 w= 汪汪 


把 zs 移 和 到 包 ， 由 以 上 的 淹 窒 医 果 知悉 性 次 数 的 标 蕉 形 条 用 以 下 的 
二 种 : 


(1) w=2+h, 《TD) w=lz(F0, (1) w= 


(其 中 刻 及 为 复数 常数 ) 就 可 以 了 。 吏 在 来 讨论 这 些 标 准 形 镶 性 
变换 的 几 税 意义。 第 {了 形 居 然 是 Causs 在 面 上 的 各 点 2 作 疝 是 下 
的 平移 即 夺 到 如 ， 为 了 作出 第 (IT) 形 , 命 5=Re*, 0 BR< 十 cc， 
一 co<g< 十 ce。 因此 (ITD) 可 分 解 为 
(IT w= RCR>0; (TI w=e (oo0<Hieo). 

(II 咱 巩 伸 巷 4qilatation) ys 撕 纵 的 图 形 册 (I) w 平面 也 画 出 相 
位 的 图 形 , 宅 倘 的 相位 上 比 洲 及， 五 守 1 时 为 扩大 呈 <1 时 为 熏 小 。 
这 种 变换 不 是 任意 的 相似 挛 换 , 只 是 不 改变 图 形 方 各 的 相似 变换 。 
(Tw 为 科 原 点 的 旋转 ,旋转 的 衣 诬 为 6 


433 本 性 硝 数 19 


{1} {0:) 


加 3 此 
第 (1 和 形 贞 几何 的 考察 双 可 及 六 频 下 了 纯 入 变换 ; 
UITY w=2; (IIl) w= 
. 说 


(I) 把 > 移 于 关于 学 朝 江 对 称 的 点 2。 AE (TII:) 自命 2 一 Te 
(0<7< 十 0,0 所 9<<27) , 则 z 移 到 一 二 os， 幅 角 友和 而 不 变 ， 这 
是 关于 单位 贺 的 反 演 变 损 。 HL) 

所 以 礁 性 亦 换 的 几何 意 尽 可 以 分 解 为 以 
下 五 种 : Ad 平移 2 ) 旋转 ,032 伸 蓉 (>) 
对 钨 , (6°) 及 演 。(I”)，(2°) ，(8°) 不 改变 图 
形 的 十 向 ; {和 ") ，{6”) 一 定 改变 图 形 的 :万 向 。 
由 这 一 观点 出 发 , 命 

(19) 2 2h— ez, 

(1s) w=2h— mp 
(其 中 负 表示 不 的 旺角 ) 。 丸 精 施 行 这 两 个 变换 ,把 上) 中 的 庆 全 
大 (12), 得 出 包 ==z-F 故 寺 2 买 可 分解 为 时 及 (Be)。， 他 过 产 点 
作 直 粮 二 号 Op 开交 , 则 工 的 五 向 系数 为 9 一 如 二 了， 故人 还 可 
中 与 城 


急 一 6feTfz 一 由) 十 为 
这 是 把 所 移 到 原点 , 旋 畏 9 角 以 作 其 对 称 ,再 选 回 原 位 置 ， 所 以 这 
就 表明 (1) 是 关于 直线 卫 的 对 称 变换 。 辐 样 , (1 为 关于 通过 与 
点 而 与 工 车 行 的 均 入 卫 的 对 称 变 换 。 
其 次 ,旋转 (2?) 也 可 分 解 为 以 下 的 两 个 模 性 对 称 变换 


20) 第 二 章 复数 及 米 性 窗 数 
(0) 4 一 628z， (23 争 一 Batetr ， 
. 3 
这 是 两 个 对 你 变换 , 对 称 翰 各 为 与 实 轴 次 角 为 6 及 证 8 的 直 炎 。 
量 后 ; 伟 基 人 2 也 可 以 分 解 为 
由 sv BR) 
(31) 忽 ( 一 六 (32) CO i 


(32) 是 关于 以 原点 为 中 心 , 尽 下 为 守 径 的 圈 的 反 演 友和 换 。 融 有 

定理 1 任意 的 非 奇 异 的 篇 性 变换 为 以 下 两 类 蛮 换 的 有 因 个 
精 合 而 启 , 由 ; (了 关于 直线 的 对 称 变换 ，(3 关于 图 的 反 演 变换 。 

所 以 对 于 上 述 变 换 (d), 2) 不 变 的 性 质 和 是 多 性 变换 和 不 变 的 
性 质 。 下 就 以 上 所 进 加 以 者 察 。 悉 性 变 措 最 后 分 解 为 (2) 以太 (2) 
的 个 数 ， 如 果 (TID 出 现 的 个 数 为 奇 歼 , 则 个 ,3 各 具有 次 数 个 ， 
(LD 出 现 公 数 个 ， 则 (了 ，(3 亦 各 为 偶数 个 。 但 是 有 趣 的 是 最 后 
精 果 的 道 也 成 立 ; 序 任意 个 人 及 (的 租 合 ,或 者 倍 ) ，(2) 午 有 奇 
瑶 个 ,或 首都 有 有 慢 数 个 ,其 千 困 都 是 钱 性 变异 。 想 要 对 此 可 以 永 
明 , 应 当先 者 察 燃 性 画 数 群 的 特性 。 ” 

2) 戈 性 画 数 群 的 性 质 ” 今 取 两 个 非 奇异 配件 面 数 ， 


= A=&gd—bc 0, 


+ ort Bozt (abt+ Bo) (3 .3) 
(ato0st (Yo+dd) " 


这 一 变 铭 的 有 秒 数 可 用 年 阵 娠 算得 出 
Da ac 二 pc ap 十 Ba 
(， 5 站 6 1) ( yt de +8a) 
赵 介 .多 的 行列 式 为 
中 ,44 一 (ad 一 po) (ad— By)# 0 (3.4) 


$3 楼 柱 窗 闭 a1 

出 此 非 毒 异 的 线性 商 数 的 全 体 , 以 作 复 台 画 数 为 群 运算 时 ，, 知 

道 亿 具有 登 的 性 质 。 由 复合 画 数 的 定 允 ， 显 然 知 道 这 个 运算 满 正 

苦 仓 律 。 将 局 .站 用 年 阵 表示 : 
op 

4=( 7 , (8. 

信 立 二 dd 二 1 8 二 8=: 昌 ， 央 得 出 单位 ,但 单位 尔 砚 定 , 因 凡 gs 一 4 于 0， 
6 二 0 0 的 全 体 都 是 单位 ,把 (8. 了 关于? 解 出 


zs— To (3.8) 


G0 一 烹 
出 此 知道 元 存在 。 道 元 的 行 剂 式 与 如 .3 一 笋 。 琶 
定理 4 非 碍 异 革 性 函数 的 全 体 构 戌 一 群 。 
申 以 上 的 这 有明 知道 , 这 个 知 虽 可 点 用 乍 障 起 ,大 表示 ， 但 这 表 
示 法 拜 耶 是 唯一 的 。 这 是 由 于 sa, ;ca 用 同一 复数 ( 坟 能 为 心 和 滋 
时 们 然 圾 示 同 一 个 贸 数 ， 请 是 局 .5 就 改变 了 。 因 之 , 等 出 要 求 愉 
示 基 唯一 的 了 时候, 可 附 太 例如 4 一 @ 一 靖 一 工 的 条 性 。 
在 以 上 的 表示 法 中 ,关于 直 秋 的 对 称 变换 (1) 的 一 般 形 状 为 
二 2 一 ez = [lew 
(寺中 及 一 0 时, 页 环 委 为 确定 之 )， 
将 独立 变数 x 移 至 #, 写 就 是 一 个 葬 性 画 煞 , 它 的 矩 障 用 行列 式 为 
一 Eee 2h 
i 
且 4 不 0， 共 次 , 关于 加 的 反 泸 变 属 (2 , 漆 命 如 的 中 心 为 4, 宇 径 
为 Yr 祈 00， 因为 


_ 1 各 
让 ， = 一 em 


当 
i A 和 二 一 一 
| 
i azs ot (ra— oo) 
人 
放下 


“将 独立 变数 由 “ 移 鞋 z, 这 仍 是 一 个 元 性 画 表 , 宪 的 业 隧 及 行列 式 


人 


2 第 1 寄 复数 及 烧 性 部委 
| 
& aa 
(, _ )， 才 一 一 了 

仍然 是 非 各 异 变 换 4 关 4， 因 些 摇 能 起 明 

定理 3 (1), 22) 两 种 变换 , 总 计 共 有 个 数 个 时 , 把 这 些 变 换 
结合 后 所 得 的 变换 常 为 非 闸 异 的 入 性 变换 。 

这 是 再 村 变换 的 项 人 台 常 痛 足 结合 律 , 塌 娄 个 蛮 换 A41,， dy，… 
44a 的 车 合 ,有 嘎 夯 不 变更 时 为 

A A A Co CAA) (CAs Aa}: (ds Ts， 

其 中 《44 对 于 独立 变数 取 了 两 次 并 轴 复数 ,的 共 坦 廊 类 , 车 
来 为 非 凋 噶 的 条 性 轴 数 ,于 是 ,由 定理 #3 肠 定 定 埋 3 脱 江 。 

3) 关于 粮 性 变换 几何 学 的 不 变性 ” 必 , 图 图 对 应 

定理 & 非 奇 异族 竹 变 多 把 * 平面 上 的 加 或 直 锻 变 成 ww 平面 
上 的 图 或 直 蕉 。 

枉 明 ”对称 变换 把 直 悉 变 为 下 米 , 图 变 为 于。 反 演 变换 世 把 
赂 或 址 多 变 成 图 或 直 娩 ,这 时 通过 加 的 中 心 的 图 宰 或 直 杂 ,下 定 丙 
4 戊 并 。. 上 面 的 诈 明 是 应 用 初等 几 休 的 结果 ,直接 由 复数 说 和 荆 证 角 
时 ,考察 Gauss 稠 面 上 的 图 或 直 益 的 方 在 


申 
了 


{tr ty 十 2 十 263 十 王 一 必 ， [3.7 
其 中 地 ob， Cy. 0 半空 才 , 二 BF 
Jsz2 十 吾 z 十 吾 2 十 妇 一 人 (3 .8) 


其 中 4， 口 为 实数 ，BB>A0。， 然 后 把 妃 中 答 出 的 变换 式 代 人 即 
可 得 出 。 

di) 对 称 诛 理 (principle of reflexion】 演 于 粮 定 王 多 上 对 
称 和 绝 西 点 叫做 关于 工交 对 称 点 对 , 类似 的 关于 葵 定 的 加 为 反 这 
的 浅 点 号 做 美 于 局 的 对 称 点 对 ， 

定理 (对称 原理 ) 著 绑 性 变 交 名 一 ww) 把 x 午 面 上 牛 图 或 


83 校 性 西数 23 
二 米 访 变态 世 下 面 上 的 图 或 韦 线 SS 则 关于 六 为 对 称 扣 河 的 由 
为 关 于 和 为 对 称 点 对 的 两 点 401 2Wa ， 

可 上 明 只 谈 明 关于 站 和 粮 志 的 对 你 变换 ， 以 肥 关 于 图 的 太 演 
变换 这 一 原理 成 立 就 驶 了 。 对 于 前 者 显然 知道 这 一 原理 克 立 : 因 
此 只 证 其 后 者 就 由 了 。 这 一 信 形 ， 可 以 不 失 半 天 性 地 使 图 局 的 中 
心 在 原 友 ; 故 反 源 定 换 为 

= 0 (3.,9) 
全 西点 入, 23 关于 图 或 直 黎 语 为 对 称 , 访 的 方程 海 (3.8)， 妆 本 去 0 
好 ,3.8) 旋 示 一 个 加 , 它 和 的 中 心 及 华 径 各 为 


ke 了 再 一 
a 一 一 本-， BR VY 52-40. (3.10) 
因为 各 ; 23 关于 过 一 图 六 对 称 , 议 
a — a 3 (8a — 0), (3.11) 
将 和 .190 代入 和 .If1) ,得 
Aziza+ Bz BzatO=0 (3 .12) 


这 一 证 程 在 (3.10) 的 人 很 定 下 和 8.11 是 等 价 的 , 故 13.12 表 未 匀 ， 
2 大 于 (8.3) 为 区 这 的 充 要 条 件 。 当 4 一 0 时 , 命 B=5 一 iec,0 一 J， 
荐 (8.8) 成 为 直 杂 

2hr 20w +d=0. (3.18) 
过 时 (3.12) 表 天 问 量 名 一 加 和 i3.18) 正 交 , 且 出 入 及 各 到 .8.13) 
的 算是 距离 相等 。 故 当 44 一 0 时 , (38.12) 仍然 是 为, 各 关于 (3.8) 
为 对 称 的 到 要 条 件 。 

作 了 以 上 的 准备 后 ,就 容易 证 归 定 如 5 了 。 将 


当 -a | 
站 六 位 


， (号 .了 14) 


pr 2 2 
代 大 (83.1 及 (3.8) ,得 
Ce ar -一 Briaw, 一 20 十 rr 四 U, 


34 第 1 章 真 数 及 和 线性 南 六 
六 _ 
On Brow- Briwt- Art=0., 
这 就 表明 ww， wa 是 关于 最 后 三 程 所 来 示 的 图 或 谋 焰 为 对 称 。 
(证 ) 非 性 和 上 比 (annarmonic ratio ”条 定 Gauss 平面 上 有 呈 有 
指定 踢 诈 互 异 的 四 央 年 ， 后 ,各 各 ， 关 以 下 的 量 : 


多 ey 党 一 一 一 一 -一 一 一 3.18 
( 了 9 + “83 4 0 2 2 Bs 人 


中 做 点 各 如， 2 2 2 的 非 调 和 比 。 这 一 和 梳 念 在 复数 球面 上 考察 ， 
若 四 点 中 某 一 个 例如 为 =o0， 央 这 时 包含 入 的 项 可 甩 二 代替 ,部 
命 


(ce , 29, Kg M4) 二 一 - 1 :了 
1 
其 他 的 情况 也 是 一 样 。 


定理 6 四 点 的 首 涯 和 上 比 关 于 蕉 性 变换 为 节 变 量 。 
征明 只 就 二 种 变换 


(3.16) 


OD w=sth, I wh0), {ID 一 全 


计算 (3 .45) 及 (3.10) 就 胡 了 。 例 如 把 们 施行 和 到 (3.15) , 有 


和 一人 
.i (Xo 此 (eg 小 玉 ) (zz 二 内 -一 (24 -十 不 ) " 


应 用 定理 6 可 忆 施 中 以 下 定 列 。 
定理 了 车 复 数 球 面 上 葵 定 了 互 民 两 租 ( 每 类 3 个) 点 (和 1， za， 
zg) 皮 Ci Wg Wa) y 出 把 2 一， 2 3) 个 移 所 Wi 有 闪 性 庄 撞 只 


有 一 个 。 
征明 全 在 复数 球 曾 上 取 与 如, 为, 43 瑟 异 的 点 x 考 罕 以 下 
的 等 式 : 
人 (8.17) 
名 一 咎 证 一 


站 中 了 个 纯 ly IT a 中 和 任何 一 点 等 于 ce 时 ， 过 一 


83 机 性 面 数 36 


点 所 在 的 藉 用 1 碟 蔡 。 这 是 WwW 的 一 次 方程 ,只 在 棋 不 是 有 限 数 值 
的 了 时候 , 舍 电 一 co 于 是 , 把 根 包 汪 作 # 的 丽 数 ,名 可 化 丰 届 .如 的 
形状 。 当 2 二 21 信 一 二 2, ) 队 命 贡 王 Dn 让 这 一 各 性 式 企 球面 .上 的 
任何 点 静 破 立 ,由 于 这 粮 性 式 不 等 于 一 个 常数 , 帮 它 的 行列 式 4 不 
衣 为 需 。 反 之 , 盆 定 有 疮 性 变 馈 存在 ; 则 押 定 理 6 守 使 非 芋 和 比 为 
不 变 ;, 因 此 必须 满足 悦 .171)， 从 面 与 上 还 的 解 一 煞 。 

(iv) 夫 亡 频 身 {Qonformal] representation) 一般 路 射 硅 的 
共 形 映 射 是 光滑 曲 多 三 共 点 析 交 时 , 定 尺 共 诡 内 ,利用 交 骨 玉 定义 
的 。 开 于 和 线性 变 黎 , 则 由 定理 二 知 道 蕊 具有 图 圆 对 应 的 性 质 ;, 页 区 
请 是 纺 可 以 取 为 加 (了 包含 站 洲 的 特别 情形 ) 。 分 帅 国 的 交点 为 1， 
zs, 过 9 及 Da 各 作 图 的 切 秋 , 央 在 家 点 图 的 切 黎 的 夹 衣 与 在 a 点 
图 的 切 炮 的 夹 角 租 等。 这样 的 角 就 叶 做 两 图 的 到 角 。 两 加 相 切 于 
一 点 时 是 伐 西 图 所 成 的 骨 为 0 (或 加， 这 些 迹 角 对于 线性 变换 为 
不 灾 。 这 是 出 于; 对 于 人 ww 二 x 十 显然 知道 是 图 形 的 年 物 ; 对 于 
(ID) 芭 一 不 佑 关 0 ， 图 形 为 相伴 变换 ; 于 于 Dw 一 4x 图形 为 在 
复数 球面 上 机 凡 * 一 1z= 一 1 这 镶 为 釉 的 旋 配 。 对 于 这 三 种 情形 ， 
夹 角 都 不 变 。 故 对 于 把 加 移 到 wo 的 线性 变换 人， (ID , (HD, 和 急 
定 雇 包 ; 名， 22 作价 点 的 微小 三 角形 的 三 纪 点 者 移 尘 24600) 1， 203， 
如 三 由 形 加); 负 ; 和 的 三 边 各 穆王 三 骨 形 Wo Wiy 失 3 的 三 过 伍 洋 
于 (及 (I 了 两 三 角形 为 全 同 , 关于 {ID 皇 于 两 三 负 形 相 役 ,下 内 
三 角形 相当 的 网 角 相 等 。 从 了 而 证 明了 了 工 列 是 谴 。 

定理 8 非 奇 蜡 的 弘 性 变换 把 复数 球面 的 后 无 例外 地 ， 一 对 
一 地 , 共 形 胶 盘 到 复数 球面 上 。 

4) 六 性 画 数 关于 不 动 扩 的 分 类 答 定 非 坷 异 禾 性 变 摘 (3.1) 
上 时， 满足 是 (人 一 2 的 点 吓 做 未 动 操 (fxXed points) 或 重 扣 (double 
Poimig) 。 闭 于 这 样 的 点 有 # 二 (a2-) jy (cz 十 国 ， 了 到 

82 十 (全 一世) 一 站 一 出 (3 .18) 


96 结 工 帝 ”复数 及 统考 丁 数 
让 一 般 的 有 了 两 点 存在 。 关 0 时 ,有 


_ 他 一 -国士 Ye 全 -二 4 + 460 (3,19) 
30 


丧 后 疝 为 有 淄 。c 一 0 时 ;更 附带 荣 人 性 攻关 0 页 到 党 0 反而 及 
均 不 为 需 。e 时 , (3.18) 的 根 为 3 一 DA 一 的 ， 另 外 一 根 可 著 
谍 为 8 一 co， 当 人 = 上 时, 如 时 8 关 0, 则 两 根 可 考虑 均 为 2 一 ce 
0 一 0 时, 央 吕 一 z, 故 复 孝 丈 面 上 的 点 全 是 不 翻 点 。 因此 可 以 分 记 
让 下 的 四 种 情形 来 研究 : 

纠 一 种 情形 ; 个 亡 点 为 互 异 两 点 县 50。 这 和 时 命 两 个 不 动 点 
为 汶 ， 为， 则 到 及 为 殉 为 有 和 穷 。 他 再 从 平面 上 到 互 弄 困 点 2 全， 
假 元 区 和 填 面 上 氮 让 和 它 对 应, 由 于 钱 性 太 数 对 非 调和 上 比 为 不 
塞 , 醋 由 证 一 如 (2 一 入， 和 3 一 外 1 站 一 为 有 


S21 Raa L 
2 
一 并 2 20 1 安 可 
A 
全 作 
2 HO 2 
kK 一 一 四 {3 ,21) 
a 记 0 i 


副 由 {3.20) 把 项 适当 擅 换 后 ,有 
I 
战区 为 与 歼 的 取 浴 无 闫 的 量 , 即 只 与 %, 6, 6, 9 有 关 稀 有 穹 量 。 
这 时 做 生性 变换 (3.1) 的 缚 数 (multiplier) 。 引 [用 这 一 值 , (3.20) 
可 表 为 以 下 形状 : 
: 他 二 全 一 站 PE (8.22) 
第 二 种 博 形 : 不 动 点 为 互 避 两 点 , 但 c 一 0， 命 入 为 有 和 究 ， 
24 一 0。 由 前 面 所 浪 看 的 必 有 a 关 4. 今 命 业 为 异 于 和 为 的 有 究 点 ， 
命 如 平面 上 的 好 和 它 对 应 ,其 
Wb) i 


| 第 -一 式 沽 之 2 ;二 二 


PE 一 世 四 (3 .293) 


ri a" 
这 样 , 五 仍然 与 全 无 关 ， 世间 做 人 .20) 的 乘 数 。5 引 用 它 到 (3 .20) 
中 ,得 出 雇 下 局 单 我 过 式 : 


ee 


山 一 站 一 下 (一 四 1) (3 .24) 

第 三 种 情形 : 不 动 点 窗 合 , 亿 5 天 ， 扩 一 不 动 点 出 仿 . 19) 得 
Tt p= 

为 一 - 5 。 {3 . 25) 


由 于 屏 一 吕 二 40 一 站 ，6 相 天 0c; 页 十 避 8 于 人 00， 稚 命 加 二 一 di， 
六 二 00; 期 人身, 癌 常 异 于 为。 第 们 对 应 的 多 的 值 为 钼 一 2 
i103 二 i， 苓 

(ZI OO 区) = (i OO, Wa Lo) 


成 立 , 把 它 用 分 数 形式 表达 ,其 有 


4 二 一 一 
心 已 
人 (3.26) 


由 (3.25) 有 一 (4/0) 一 加 一 为 一 8/ 一 一 上 <, 数 由 (3.26) 的 两 疯 
各 减 者 1 有 
~ 1 _ 1 2e 
人 一 加 人 一 各 二 人 
第 四 种 情形 : 不 吉 点 殴 合 且 e=0， 则 由 以 上 的 善 察 不 动 眠 均 
海 为 一 00, 这样 邓 数 之 交 有 二 于 0 ,#8 天 上 0 隐 闫 系 把 这 一 关系 代 
大 3. 了 暗 


(8.27) 


名 一 & 十 总 ) 。 (8 .28) 

另外 , 如一? 的 和 情形, 印 恒 竺 变换。 这 一 情形 在 全 后 的 言论 中 

将 略 去 不 敲 。 第 三 及 第 四 人 情形 叫做 抛 和 视 变 换 , 第 一 及 第 二 情形 由 
科教 玉 双 可 分 为 以 下 的 三 种 : 


pi 革 工 音 此 数 及 祠 性 而 颖 


(q) | 下 |=1, 玖 了 的 情形 。 这 时 (人 .23 以 及 人 (3.2 由 做 本 
图 恋 换 。 册子.3.24) 的 讨 窒 和 (3.22) 淆 做 ， 政 只 考察 总 .22) 就 够 
了 。 首 元 由 于 | 长 | 一 1， 玻 育 碎 写 契 区 一 眶 , 这 里 是 实数 ， 甩 
长 于 1 近日 闪 29 一 0 二， 士 2 其次, 想 (8.22) 中 全 


1 {8 .29) 
0— a 2 一 2 
斯 局 .22) 成 为 
U 一 EU ( .30) 


这 到 未 国 德 原点 旋转 8 角 , 在 复数 球面 , 是 为 园 绒 南 授意 的 诈 转 ， 
旋 贬 轴 为 SN， 当 图 佬 沙 佣 话 和 幅 时 旭 为 左右 区 洁 的 十 向 。 合 如 固 
定 ; 昌 满足 一 cs 一 oo， 则 由 此 变换 得 出 不 动 圆 周 。 这 样 的 向 
周 远 过 变换 (3.80, 后 只 是 在 它 的 本 身上 移动 ,因而 得 到 这 样 的 名 
称 。 趟 台 太 周 的 内 部 以 及 站 部 部 是 不 动 域 。 洁 于 (3.29) 把 UU, 4 
区 到 名, 2 央 不 副 如 周 科 水 成 为 


全- 一 ao， (8 .3 ) 
这 是 Appolonivs 加 , 宅 的 极 是 和 和 各 ; 这 一 加 的 内 部 及 外 部 都 是 


不 吉 越 。 
(8B) 0< 太 过 co ,人 帮 头 1 的 情形。 该 肝 8.23) 及 及 (3.34) 叶 散 
双 了 曲 变 换 。 仍 用 (383.23 简 化 后 有 
U—ru, 07 二 o0, 了 了 才 1 (383.82) 
这 是 们 和 熔 变换 。 求 不 动 面 徐 时 仓 加 男 定 ,7 在 0<7r 所 十 0 的 范 
转 内 变化 。 即 不 动 曲 燃 为 出 原点 四 发 的 第 射 多。 用 (3.29) 变 到 
外 ,2 后 为 通过 为 , 2% 的 园 民 而 有 以为; #3 为 则 点 的 图 纠 , 当 sw 在 这 
-一 弧 下 时， 把 (8.82) 反复 施行 %w 次 人 = ，2;…)， 这 样 就 得 出 
L Yo 因此 假定 ”>1 则 在 年 射 禾 上 深 沸 远离 原 左 , 洪 7 了 三 1 期 
逐渐 趋 近 于 09, 郎 当 7 了 1 时 名 为 汤 原 (ource) ;为 为 汇 点 人工 nk) ， 


$3 复 性 窗 数 9 


一 时 则 相反 。 通 过 如、 如 的 图 诛 的 内 部 以 及 外 部 显然 都 是 不 动 
城 ， 


pe 区 
全 次 2 1 2 2 
Np 


2 pe Fe 


ZS ee 2 59 2 多 5 EY 
2 1 2 sy 0 > 2 74 


7 ~ GA S\N 


二 .号 
Cy 1 1 的 情形 , 这 一 情形 
(3.29} 以 芒 (3.3 和 都 吓 做 寻 怠 变换 (ioxoiromic tranpformation)。 
这 时 仍 点 用 起 .29) 后 ,有 
U 一 Pet (3.83) 
为 本 求 不 动 曲 似 ,把 人 .883) 重复 施行 1% 次 ,得 
Di 


入 网 地 ;你 忒 一 工 ， 得 二 I 好 UC—nd, 册 因 者 浴 尖 全 4 导 
U=: Be, og R-(E)o, 


这 是 对 数 内 米 。 
在 Mercator 地 图 上 恰好 是 代 杂 为 (Iog "19 的 站 多 路 程 。 涉 
是 4=1 的 其 他 的 情形 莉 是 焉 行 直 和 钨 ,这 就 是 时 作 科 县 的 理由 。 
还 有 流放 进 这 一 分 类 药 扫 物 变 搞 的 局 形 ， 也 且 用 间 杜 鸭 方 法 
加 长 考察 。 这 冉 给 定 的 变换 有 具 有形 六 : 
1 1 


十 户 ， (3.27) 
你 


Ue， We ' (3.34) 


荐 得 出 与 .28) 疗 倍 类 型 的 变换 
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=uth, hz0. (3 .33 
不 缠 曲 稚 意 然 由 

攻 一 谨 十 二 【一 ct 十 co) 

输出 ,这 是 一 条 直 移 , 当 tw 变化 时 曾 出 平行 直 灿 。 因 此 通过 {3.84) 
回 淹 (8.2 站 时, 是 为 在 加 寻 相 外, 提 且 与 通过 加寿 向 为 向 量 衣 的 
和 直 稚 相 芭 的 贺 ,这 样 的 圆 届 部 是 不 动 图 局 ,不 动 贺 周 包 轩 的 部 分 为 
不 动 域 。 - 


2 


NN 


一 > AP 
2 2 < 
加 3.4 


另外 , 乘 煞 到 可 由 以 下 简单 方法 内 .1) 的 秒 数 Be 芭 和 
有 于 出 来 。 首 先 仙 党 一 co 乔 出 于 入 一 包 (2) 一 ae 让 
-人 
衬 o 一 区 1 MU — 2 TO— Cra 
由 二 次 六 程 根 与 和 元 的 关 承 知 入 二 加 二 人 8 一 机 i0， tg 一 一 轧 ;0， 
凤 有 
1 eae ,G0 Da — Dactgl 29)d- 0 (st | 22) 
Kk 十 一 :一 1 A AT LJ 2 
i " eg dT — C0 (1 a) Ci 


A 
gad— be 


< 


第 2 章 正则 函数 及 初等 国 数 


人生 复 变 男 数 及 其 速 壬 性 


1 算 变 图 数 ” Gauss 生 面 上 或 复数 球面 上 点 集 4 的 各 点 8， 
与 ausg 看 面 或 复数 球面 上 上 的 车 于 点 久 ( 也 可 以 考虑 无 窍 个 的 情 
形 ) 对 应 时 ,这 一 对 应 叫做 ?的 复 变 图 数 , 用 记号 
WW 二 六 (2) ， 2 所 4 间 (4.1) 
磋 示 。% 上 是 做 自 变 数 ，w 时 做 因 灾 数 ，4 叫做 丽 数 的 定义 城 。 这 
时 把 及 纪 的 实 部 及 碟 部 分 开 , 可 以 写成 以 下 的 形状 : 
z—w-Fiy, Fi = iow Y), (4.2) 
即 葵 定 一 个 日 变数 z 的 复 装 图 数 记 2), 和 粮 写 两 个 自 变 数 wy 的 两 
个 实 亦 画 数 宇 t,) ,bt2,yX 具 相同 的 定义 域 ) 是 相同 和 周 。 因 变数 所 
取 的 值 所属 的 集 叫 做 了 二 的 值 域 ,特别 肥 ,，z 属于 4 时; 多 = 六 (2) 
的 爹 体 时 做 训 值 域 。 半 于 图 数 ., 不 窟 它 的 定义 城 或 值 城 一 般 
名 是 二 维 的 集 , 收 除 才 把 入 .二 时 做 画 数 外 ,还 有 很 多 人 叫做 映 梨 
或 训 摸 ，。 由 和 4 及 f(z2) 不 能 岂 定 值 域 ,但 是 元 值 域 则 可 由 此 二 洛 完 
全 确定 。 逢 值 域 叫做 4 基于 了 (2) 的 象 。 另外 自 变数 或 因 次 数 用 
一 个 学 母 表 示 时 ， 则 变数 所 属 的 Gauss 下 面 或 复数 球 区 有 人 也 曲 
做 :平面 ，z 球 , 2 再 面 , 包 球 。 只 要 涉 革 于 宽 会 ;这 个 肚 潜 确 是 很 
厂 醒 的 ， 值 域 为 实数 的 画 数 吓 做 实 值 元 数 . 
在 责 数 忆 ., 轧 中, 对 于 一 点 ?， 只 有 一 点 名 和 窟 对 应 时 ,站 人 2 
中 慨 单 慎 图 数 ， 相 友 的 居 形 叫做 杀人 秆 图 数 。 一 般 对 于 单 值 图 数 的 
在 f 完 比 凶 值 贺 数 容 易 ; 压 运 常 尖 愉 单 信 图 数 的 研 狂 开始 。 并 旦 音 
值 画 数 研究 得 惑 的 炳 果 ， 在 省 值 丽 数 碎 究 昌 有 用 的 情形 也 很 多 。 
为 了 这 一 用 的 ， 复 变 画 数论 采取 了 叫做 解析 开拓 (大 和 淖 第 5 章 ) 的 
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性 有 有 的 非常 优 香 的 方法 ， 可 是 不 限于 复 空 画 数 葵 的 一 般 的 方法 是 
在 丫 (2) 的 条 中 适当 的 挑选 一 值 , 作 出 尽 可 能 篇章 的 单 值 男 数 。 这 
料 的 靖 值 画 数 时 做 它 所 在 的 多 值 画 数 的 一 个 努 支 (branch) 。 

音 值 图 数 趾 ， 对 于 宦 的 值 域 的 各 点 包 满 足 于 包 = 了 2) 的 % 值 
硫 多 不 超过 一 个 了 时， 换血 庄 就 ， 只 迁 玉 夫 知 ; 入 加 万 有 4， 加 人 1) 
了 [za] 的 时候 ,GO 是 屋 在 A 单 时 (univalent 下 sehlicnt' 。 

2) 国 数 的 极限 值 , 画 数 的 如 篇 性 ”在 闻 章 内 已 靶 阁 得 叙 泛 了 
定义 域 及 值 域 所 属 的 Gauss 和 下面 及 复数 球面 是 具 淖 拓扑 的 空间 。 
四 此 单 值 盖 和 数 人 的 极 了 展 全 .可 炉 性 等 的 定义 已 经 是 自 昭 的 了 ,不 过 为 
了 懂 重 ;未 六 重臣 家 术 如 个 。 

各 是 4 的 一 个 桶 点 的 情形 。 和 全 44 

2 天 为， 只 要 lim 一 加 ，lim 玫 人 2) 一 


时 ,名 | 做 半 (%) 在 2 一 2 有 标 限 值 a， 鞭 次 ,在 和 上 定 闷 的 单 值 廊 数 
六 (对 于 加 EE4 的 一 点 加 及 任 春 的 和 证 数 8， 有 正 数 3, 当 
pts Zo) HO 2EAdA, 刚 pf Flo} eH 

由 做 了 (2%) 在 点 :二 加 奸 入。 其 中 pla,b) 为 4,8 两 点 则 的 距 调 ,4 
在 Gauss 平面 时 pl8,5 一 Ja 一 | 

单 值 画 数 ,六 2) 的 定 交 域 中 一 点 4 下 是 和 丰 的 孤 广 点 的 时 想 ， 
F 人 在 * 一 5 连 炉 的 施 要 条 作为 了 在 z 一 4 的 报 限 值 lm f (2) 存 
在 且 等 于 7(a)， 在 4 的 所 有 点 都 连 灶 的 单 值 面 数 六 2 叫做 在 44 
连 继 。 

关于 章 居 务 煞 极 限 值 的 四 则 运算 需要 以 二 的 条 性: 大) ， 
9( 是 具有 共同 的 定 闵 城 A 的 单 值 丙 数 ,8 为 二 的 一 个 聚 点 ， 
Ho 一 ay lim gi%) 一 B 都 存在 。 于 是 , 当 了 2)，9(2) 以 及 有 
都 有 穷 时 ， 则 lim [人 二 8 及 En 者 存在 ,各 等 


于 ea 二 BaB， 另 外 车 ] 办 关 0， B09, 则 lim 二 上 存在 且 等 


4 和 4 复 闪 画 娄 及 其 奸 神 性 39 

于 a/8。 在 代数 球面 上 者 家 时 , 罗 二 0， 训 一 吕 , 则 mf 的 _0 
的 完 要 条 件 为 im {yy} 

页 在 Gauss 个 面 上 取 伍 的 两 个 连 损 图 数 / (4) 1 和 0 ,由 此 作出 


的 了 人 十 9 G),G) "9 (0) 也 连 态 ,9(2) 0 时 四 3- 也 是 速 秆 加 


数 。 IO (2) ， 只 要 全 二 一 人 
言 =<o， 则 -PT 也 是 过 各 夯 攻 

F (人 是 4 上 的 章 慎 速 蔓 栈 数 , 特 别 有 4 是 蜂 集 的 时 恢 (Eh Gausa 
焉 面 上 的 有 界 所 集 或 复数 球面 上 的 于 焦 ) ,下 列 各 定理 碟 立 。 这 有 昌 
然 是 复 变 画 数 葵 的 定理 ,实际 上 世 是 丘 和 站 空间 的 些 质 , 卫 是 在 复 变 
廊 煞 畏 内 殉 季 要 用 ;本 和 志 如 下 。 

定理 1 沙 定 义 于 紧 钥 4 上 的 单 值 实 值 苏 数 闻 (2) 在 4 加 壬 ， 
出 了 人 的 在 4 有 界 且 在 4 取 它 的 最 天 什 及 最 小 值 。 这 里 所 外 本 数 
在 44 为 上 有 界 是 指 写 的 外 慎 域 泳 有 界 。 

修 明 ”由 于 紧 集 的 吉米 象 仍 是 紧 巢 ,总 关于 了 (区 的 象 序 玫 (2 
的 纯 值 臧 为 实数 畏 上 的 紧 集 , 即 有 界 于 集 。 因 为 是 有 界 梨 , 故 它 的 
最 大 值 及 最 小 尾 锯 为 有 笼 , 因为 是 闭 集 , 故 它 的 值 属于 和 集 ( 即 范 值 
域 } 内 。 

其 次 ,在 和 4 上 定 习 的 章 值 画 数 了 人， 对 于 给 定 的 尾音 正 煞 8， 
有 员 酉 引 洒 关 而 与 52E 4) 无 关 的 正 数 6 存在 ,对 于 和 为; 加 所 上 4 的 
二 点 及 ) 知 ) 具 交 p629) 之 5, 天 p42 了 (ca 辜 下 ， 于 是 
了 人 罗 时 做 在 4 上 一 致 过 醋 。 显 然 一 致 速 续 的 画 数 是 谴 粮 栈 数 。 下 
上 上 上述 定 避 中 ，pt2ay 29) 为 入 区 溯 乒 疝 汐 证 栅 , 但 在 Camsg 和 干 而 .上 
考虑 和 在 复数 球面 上 考虑 应 得 出 不 同 的 壬 娄 。 设 有 指定 是 壬 一 神 
销 形 时 , 央 可 认为 任 一 种 销 形 都 可 以 。 

六 如 当 4 为 < 二 0, co 的 所 有 2 构成 的 集 时 ,于 (2) 一 二 在 4 上 
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连 贸 ;在 Gauss 本 而 上 考 谱 时 非 一 致 连 种 ,得 在 复数 球面 上 沉 感 时 
4 
天 为 一 和 至 速 粮 。 反 之 ,了 (82) 一 e” (其 中 2 一 2 十 多 ) 在 同一 定义 域 A 
中 虽 汶 连 秆 ,但 二 前 从 Gauss 平面 或 复数 球面 考虑 都 奢 一 致 速 纺 。 
对 于 过 种 及 一 至 连 秆 相间 的 情形 有 以 下 的 定 带 。 
定理 2 定义 在 紧 集 4 上 的 单 值 连 炉 面 数 在 4 工 一 致 速 祠 . 
三明 WA 在 44 上 非 一 禾 连 革 ， 有 一 正 数 s， 克 于 任 
主公 三， 便血 尘 于 $= 二 二， 有 二 点 总; 训 上 症 存 企 , 使 得 


pl 1 Bp{f (oD), f(D}>e (4.3) 
和 秦 征 。 由 一 工人， … 和 时 ;得 出 同 个 友 列 21) 2 ， 归于 4 为 紧 集 ， 欧 点 烈 
421} BT 于 列 4 (v==1]， 2， "oe) 及 上 的 一 至 如 存 和 在 :; 丑 

lim 2* = (和 .44) 


由 (4.8) 因为 p( 对 89)<< 一 ， 改 


和 na 22" =, (4.5) 

但 因 ff(%) 芋 & 为 回炉 , 故 由 人 .和 及 和 .5) 推出 

lim p{f te), 了 Ge 一 站 

lim Ps 1 0)} 一 0 
洒 人 

-pf GD FO Ep{F (2D), FE 二 PTFE fo)} 

得 出 _ 

lim pif (2 ,+ ‘22")} 二 0, 
这 上 与 (和 .3) 的 后 一 不 等 式 

oF) fe (vol1, 2,..) 

子 盾 。 


一 
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8) 画 数 列 的 极限 对 于 各 个 自然 数 员 一 2 车 察 在 同 - 
定义 感 世上 的 单 伟 画 数 万 居 ， 它 的 全 体 叫 做 面 数列， 通常 写作 
太公 Wr 一 ,2,…) ;或 更 简单 地 写作 {P (的 } .这 时 假定 对 于 zE 千 
全体 鸭 z， 有 Hm (9) 三 了 (2) ， 则 子叶 伐 fy) 的 概 限 男 
数 。 这 和 对 对 于 任 喜 的 正 数 s, 有 自然 煞 下 一 交 fe ,的 存在 ,当中 > 汪 下 
时 有 PtpPei < 当 站 全 ,为 选 定 只 与 有 关 而 与 z 无关 
有 时, 换 外语 谤 假定 
su 【人 2) 
为 月 穷 ; 则 时 做 琐 数 列 ft2)} 在 4 上 一 数 收 项 于 了 (2z2)， 
定理 3 潜 画 数列 的 各 画 数 万 (在 其 定 尽 域内 为 单 值 违 炉 ， 
了 六 一 竹 收 仇 于 它 的 和 极限 画 数 六， 则 也 (2 在 丸 上 为 束 粳 。 
姓 明 仿 命 押 为 是 的 任 一 点 ;和 葵 定 任 一 正 数 a, 由 于 {ff, (2)} 
为 一 致 收藏 , 帮 和 真一 下 (8 存在 , 当 %>VWY 时 有 


p{ 访 人 二 吾 。 (4.6) 
竺 别 地 ; 当 2 一 和 时 过. 及 仍然 成 立 , 故 
pp Go 一 (4.7) 


仿 选 定 满足 m > 站 的 m, 民有 把 它 固 定 。 因 了 (2) 为 过 和 久 效 数 ， 上 训 
对 于 8 有 正 数 8 存在 , 当 PP 人， %0) 之 ,4 人 A 于 用 
plfr lw) frleo)} < (4.8) 
另 一 靖 面 ,对 于 入 样 的 2 件 . 人 也 腔 立 , 故 当 pE, 各) 之 全 ,Zz 全 和 半 持 ， 
由 好 .8 ，( 生 .7 ， 人 .6 有 
PAF 2) fF so EPA 2) fnts) + pF fen)} 


Tot , F's0)} 
此 上 人 
~ 二 一 
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商 醉 数列 {fn(2)} 的 极限 了 (2) 的 定 尽 域 4 为 开 集 ,但 能 在 合 
于 4 的 任意 紧 子 集 旦 上 {7639)} 一 改 股 启 于 了 G3), 因 叫 做 {f, (2)】 
上 三 义 一 数 收 级 于 了 人 的， 这 时 车 {ff 罗 } 在 4 上 过 种 , 荐 了 (办 在 4 
上 也 过 种 。 这 是 由 于 4 的 得点 4， 总 有 种 城 六 存在 , 而 它 的 用 
包 了 (2) 为 坚 禹 的 。 

和 绽 定 廊 避 的 王 数 到 { 户 人 它们 都 是 有 各 值 ， 考察 由 此 档 
成 的 画 禾 项 地 航 


立户 地， (4.9) 


和 常数 项 级 数 一 樟 ， 它 的 部 分 和 阅 访 @) 一 本,() 的 极限 值 
lim 到 xz (%) 存在 而 有 穷 , 则 定义 (4.9) 为 政和 伍 , 其 他 的 情形 叫做 发 
敬 、 使 和 .9) 为 收 合 的 ?的 全 体 虹 做作 .名 的 收 项 域 。 

天 2 (一 1 2 3 在 集 4 上 一 狼 收 仇 时 ,时 做 笑 数 性 . 由 
在 4 上 一 和 致 收 租 。 

不 论 就 图 数列 (0) 上 或 页 孝顺 稻 数 于 9 来 王 , 册 时 ' 攻 在 
某 一 点 集 4 上 一 我 收 铬 ， 则 在 它 的 任意 非 空子 集 BB 上 划一 至 收 
铸 。 另 外 寂 们 在 有 和 狼 个 点 人 4 4 ,di 上 一 至 收效 上 时， 则 在 它 
个 的 井 集 A1U 4s 让 …U 4 上 也 一致 收 艇 。 由 此 容易 得 出 以 下 的 
猪 浴 。 介 级 煞 立户 (2) 1 丰 , 上 4 的 天 核 趟 是 实生 时 ;对 于 
A 的 内 点 @ 作 第 径 为 十 一 的 图 (4 一 了 ,2,…X( 或 球 贮 ) 信 ,la), 对 于 


某 一 个 m， 子 访 地 在 yl) 上 一致 收 全 的 点 上 的 全 体 时 作 召 ， 基 
吾 一 4 之 廊 ( 在 呈 的 任意 尾 答 ) 紧 子 集 下 一 狼 收 知 。 妆 立户 直 ) 
在 昌 上 ) 叉 一 私 收 伐 ;, 且 6 为 开 集 , 并且 吾 是 共有 两性 质 中 的 最 
大 的 扣 集 。 因 此, 称 了 为 广义 一 数 收 乱 域 。 现 在 来 证 明 这 些 事实 。 


ee 


四 ”此 处 的 球 服 , 朗 将 & 看 桥 算数 证 面 的 点 :以 上 力 站 + 佬 小 守 径 的 加; 好 展 办 球 
面 的 明和 营 一 一 翌 者 注 。 
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任 取 吾 的 一 个 基 ( 非 空 ) 子 集 到， 对 于 于 的 各 点 2 了 了 为 中 心 
二 为 个 径 的 区 (或 球 贮 ) 存 在 ， 在 它 的 内 部 忆 记 (一致 收 做 ， 


命 这 一 图 为 六 (9)， 对 于 六 的 每 点 Pp, 作 好 上 述 的 圆 了 ko) ， 这 
样 隐 阅 的 全 部 把 世 复 盖 。 因为 型 是 紧 集 , 故 可 气 出 有 穷 个 这 样 
的 图 
VD Vn, pa) ,ey Vr, CPs) 
把 订 复 盖 。 如 上面 所 注 深 的 ,在 让, 《P00 U UFJ 上 裔 数 一 
玫 收 艇 , 人 在 巧 的 了 了 梨 型 上 也 一 到 政客， 即 表 数 之 ft2) 在 请 广 鞍 
一 致 收 襄 。 其 灵 , 假定 BB 不 是 苹 大 的 ,还 有 上 比 8 大 的 开 集 Bi, 该 
表 数 在 B1 上 广 让 一 禾 收 项 。 信 命 加 为 证 一 吾 的 任 一 点, 需 加 有 
邻 域 六 ,D1)， 宪 的 并 包 ( 态 紧 后 ) 含 于 六 。 但 因 加 EE 如 故 在 
Fa CD) 上 级 数 不 是 一 臻 收 仇 ,这 是 不 人 台 理 的 。 
4) 窜 和 级 数 ”作为 图 数 项 裔 数 的 例 , 考 罕 知 亲 数 


Pio, sa)"—cot os—0) +ea(s— 0) ?+., (4 .10) 


其 中 tw 一 ,1 及 & (有 综 /是 复数 常数 。 这样 形 状 的 毅 数 时 
做 亚 般 致 ,ez 岂 做 节 的 中 心 ， eat 一 0 工 2 时 贷 它 的 系数 。 

定理 4 假定 每 秋 雏 (4.10) 在 某 一 复数 如 关 妈 收 禾 ,了 则 在 满足 
0 |z 一 g| 之 | 为 一 | 的 所 有 * 种 对 发 仇 《因此 假定 在 其 一 复数 因 
恬 获 ,上 旭 在 满 是 12 一 &E| > | 为 一 E| 的 全 性 复数 z 均 发 散 ) 其 次 ,在 
相同 的 假定 下 , 对 于 注 足 0<yr< | 名 一 9| 的 尾 意 正 数 了 , 在 闭 辕 堆 
0 12 一 & | 入 上 上 一 站 起 敌 。 

夺 明 人 慨 定 > Cn{20 一 三) ”上 收 项 ， 且 加 天。 字 取 满足 0<r 
过 |z0 一 9 的 尾音 f 正 数 7 , 在 辕 图 迭 0 二 |zx 一 &| 去 上 划 采 能够 芷 明 
世上 的 知 条 数 为 移 对 且 一 发 收 做, 则 完 理 4 全 部 证 角 ，。 

令 因 立 ou(zo 一 可 "为 收 敏 , 旧 其 一 般 项 收藏 于 第 (参看 32 的 
2)) ,数列 6 一 中 " 海 有 界 ， 郎 对 于 全 体 的 mw=0; 1，2.…) 有 满 


"9 Hl 
有 屁 ,后 | 加 一 和 二 二 ooc 的 时 存在 , 秦 


mo 2 | _ 和 
Seba)" = Yi elso-0)"(. TL) 
太一 必 


_- 3 区 机 
ar 
琴 后 汐 那 个 灯 数 基 与 z 无 关 的 正 第 束 项 誉 比 释 匈 ， 禄 拘 公 上 比 
由 -于 日 二 ?< | 加 一 Ww， 玖 


人 
[sal 

即 鸭 殉 艇 上 煞 。 但 这 是 最 初秋 数 的 优 禹 数 tmajorant) ; 走 信 .10) 
在 指定 冶 图 上 让 对 有 一 至 较 铝 ， 

由 定理 4, 粹 定 仁 意 事 般 数 (4.10)， 考 察 使 它 收 途 的 *! 至 少 
有 一 个 % 丰 在 ，z 二 5% 就 是 其 中 的 一 个 所 作 的 :x 一 &:， 合 这 样 的 
一 | 的 上 确 异 沪 瑟 ， 加 于 消 足 0 去 呈 必 十 so， 加 着 | 一 &| 去 吾 
舍 于 阅 oele 一 oj" 的 起 对 收 镍 域 、 量 为 蜂 般 数 的 广义 一 收取 禾 域 。 
这 样 的 图 时 伐 这 一 下 客 数 的 收 赢 加; 二 机 做 收 铝 桂 径 。 这 寺 ， 对 
于 和 索 郁 数 虽然 决定 了 写 的 广义 一 致 收 笋 域 , 但 对 于 收 艇 瑾 4 及 条 
对 收 艇 域 上 基因 在 国 周 2 一 4i 二 二 上， 息 对 收 伍 点 及 蚁 拭 点 的 
存在 情况 村 为 复 染 , 没有 一 般 的 篇 单 圾 则 。 由 定理 和 所 知道 询 事 
实 只 是 : 医 广 义 一 数 收 煞 咸 为 避 , 贺 血 iz 一 4| 所 尼 为 召 , 它 的 并 包 
为 吾 , 则 下 列 尖 了 对 成 立 : 

B— ECDECATE. 

人 由 此 可 断定 第 航 数 在 它 的 收 领 图 内 攻 才 示 连 种 国 数 。 


一 工 ， 


3 正则 本 数 
1) 有 导 狐 入 Gayg 平面 的 一 个 开 第 了 党 定 中 域 的 复 巷 而 数 


5 和 划 3 散 9 
名 一 了 (2 的 一 感 因 的 名 域 有 蛤 , 且 慨 限 慎 
lim 了 (2) 一 站 人 2) -- Lim :0 一 ol {5.1) 


3 一 2 hn ， 
在 在 有 党 时 , 划 叫 航 了 2 在 2 一 为 是 可 导 的 ;用 让 (为 ) 表示 这 一 裤 
限 值 ， 呀 做 六 悦 下 z= 为 的 微分 票数 (differential coeficient} 。 
所 以 几 做 徽 分 系数 的 理由 是 这 个 定 必 可 以 换 瑟 放下 的 形式 : 即 在 
(ratusg 秆 面 的 开 和 集 DD 上 定义 的 单 仁 历数 (2) ， 在 如 内 一 点 为 用 
微分 系数 (em 是 措 在 和 的 邻 城 ,了 的 表示 成 


下 一 六 0 十 产 《26) (FC— 20) + Pp (3, eo) (6.2) 
的 形状 时 , 夯 煞 pg ig, 为 ) 满 夺 
lim 9 20) 一 0 (5 .8) 


[sg 一 各 | 
这 个 极限 记 是 在 Gauss 平面 的 极限 ,， 因 之 , 将 z 及 了 (加 省 分 成 实 
部 及 旧部 ,再 静 仔 类 地 看 一 看 定 交 的 内 容 。 伞 命 


ame, 了 (人 uw 二， | i8.4) 
加 一 dp 十 贸 0， 产 ({20) 二 十 识 ， 
央 (D.2) 及 (6.3) 备 成 
WY) vo Yo) FEW— to) ~ PY — Yo) 
to YY, Eo Yo), (5.8) 


UN O—v ro yo) OT— 0) -Fo yO— go) 
十 人 (各 上 ， To to) 9 


iT Os, YF, Co, Yo) 


一 一 -一 人 
= zw to) (一 oo 
Tim Ty, ro) 0 
yi 人 一 加 十 人 一 go 


反之 ,由 最 后 的 四 式 作出 w 十 记 朗 可 得 出 个. 中 及 全 .3)、 从 而 诈 明 
了 下 列 定 理 。 
定理 1 在 Gauss 不 面 的 开 集 也 上 定义 的 单 值 疼 数 了 (2), 在 


40 生 ?2 章 正 划 覆 数 发 初 蕉 画 数 

号 内 一 点 为 可 导 的 充 要 和 条件 是 ; 加 z=8 二 多 ， (3) 一 路 人， 全 

十 名 人， 外 20 一 知 十 人 5， 亢 个 3 亦 数 的 尖 栈 歼 贡 人， VY Vt Y) 

在 wm; 一 Yo 可 全 微分 , 持 且 它 的 展开 式 的 一 次 项 海 5 一 wo 

一 了 一 0) 1 如 一 00) 十 一 Yo) ， 其 中 5， 28 表示 两 个 实数 。 
由于 在 展开 武生 .的 中 省 一 二 0 6 意味 靖 


5 一 中 -5=( 守 ) 中 
Dm E+ ge | ITH ye 


On OU 
0 (ge) a) i 
已 
所 上 了 在 3 一 加 处 为 可 且 时 ， 站 -个 己 导 准 一 一 3 ? 这 Se 3 By 
在 3 一 加 外 二 Yo 存在 , 臣 在 该 点 满足 下 询 尖 系 : 


th dp pa A 


一 -一 一 一 一 一 一 后 .了 
BE Oy’ déy ax" B.) 


.人 做 Qauchy- 及 Riemann 关系 式 或 叶 做 Cauchy-Riemann 
微分 方程 。 

只 了 上 烈 基 季 成 立 , 并 和 且 ww? 在 to,t0) 者 可 全 微分 ,定理 1 说 
保证 了 (3) 在 2 一 加 为 可 导 。 全 重 述 如 

双 在 Ganss 平面 的 开 第 卫 上 定 闵 的 单 伸 贾 数 了 (3 
= 一 wo 十 Wo 可 导 的 充 要 六 作 是 : WT， 
Yow WE ST Y= 神 可 全 微分 , 明 其 含 导数 旗 ， 生 2 ， 种 
满足 Canchy-Biemann 关系 陈 


(5.6) 


WD 
其 中 ' 可 至 微分 的 充分 条 件 ”, 就 是 “yy os 加 在 (ro%o 的 邻 域 
内 所 有 的 点 都 存在 ;有 又 ,用 在 (soy go) 连 秆 。 事 实 上 ,在 这 和 神情 
况 下 ) 取 点 人 1) 4 为 (ro， #0) 令 补 (以 人 0， yo) 为 趾 旋 ,天 分 小 为 生 
径 的 辜 ) 风 的 尾 一 点 ;出 中 值 定 理 有 


Wir Y1) = (vo, #1) + (FE, YW) (R10) 


$5 正则 机 整 到 


(roeEmn 或 ESE), 
Wmoy V1 = uvo, Yo) + 型 (ao 7) (V1™— Yo) 
(fo 了 护 拓 7 实 2) 。 
把 第 二 式 代 人 第 一 式 : 得 


WO Yi) 一 人 Yo) 十 型 二 2 (Wi ~ Vo) 


+ (oe 1) (1 — yo). (B .8) 
由 Wy Wy 在 Ca) Yo 连 甘 的 假 喜 ， 
du A 
oo—(¢, yi) —=—— {ro, go) 十 好 1 ka Yl To do) 9 
Or de (全 
Po "1) = (mm Yo) 十 0atyi， vpy Yo) 9 


Tim ea gi, 1 toy Yo) = 0, 
FL -rT 
Yi 


Nim Cai Wo Yo) —0, 


故 命 
(2 iy Wo, Wo) = 0 {01, 1 Tey J (x — wo) 
十 gf wos yo) 人 一 go (6.10) 
则 


lim ty ga Ws Yo) 一 0. (5.11) 
Die (1 — tod)’ 二 (0 — Yo) 


把 (.9) ,， {65.10) 代 大 人 6.8), 剧 


ou 
WD YI) — No, vo) 十 kro， do) (wp1 ~— Wo) 


+ (ae 0) C1 — Wa) 十 GT tw Ys Pos Yo) , (8 .12) 


(6.1D ，(5.12) 表示 4; 由 在 foo 的 ) 可 至 徽 俘 ,对 于 44 他， 细 


4 第 2 村 正 其 酌 浆 总 伸 苦 图 雪 
可 和 作 问 科 的 和 普 赛 。 
为 了 者 窒 Gauchy Riemann 尖 潜 式 的 彰 沁 ,个 


Fa 省 一 于 


Bf jm TCot (e700) fan) 
(5. 13) 


of -1im Fsot ?iy yo) Fo 


1 y= L(Y Yo) ? 
于 是 
of oan 00 
Be DH By Bg 
训 Oauchy-Riemany 英 系 式 可 以 霉 夏 
= 六 轩 (B .1A 


但 这 一 值 由 (5.18) 的 定义 是 沿 过 ro, gj) 与 飞 轴 不 行 的 过 萎 短 
分 f(z) 的 灶 果 ”, 换 名 让 谣 ,“ 沿 2 轴 万 向 微分 f (2) 的 精 果 等 于 沿 
和 在 行 于 y 韩 的 直 炮 微分 了 (2 的 业 果 ”。 并 且 在 这 样 的 方 铅 上 懂 的 
次 久 各 为 dz 及 dy; 放出 介 .13) 知 道上 8.14) 的 两 端 神 等 于 六 (20)， 
“Oavuehy-Biemann 的 美 了 么 式 为 了 (2) 对 于 有 琴 个 蕊 严 有 的 方 癌 一 一 
必用 间 及 全 太 所 系数 租 等 。 识 由 上 上 可知 ,内 加 半 于 这 
”两 全 方向 的 徽 分 采 数 相等 ， 莽 且 bytyoy 在 其 领域 内 的 所 有 损 
孝 圳 夭 ， 则 按司 . 与 的 微分 系数 存在 ,从 而 任何 再 向 的 微分 孙 煞 部 
和 和 这 个 值 一 吉 。 

以 上 是 将 按 (5. 了 所 和 粹 的 复 变 阔 数 稚 分 杀 数 分 成 实 部 及 起 部 
考察 的 如 将 2 及 名 = 了 (0 各 看 作 一 个 变数 沽 容 时 ,常常 入 出 笃 洁 
的 赭 衬 4 这 时 做 复 变 画 效 的 一 元 性 ) 。 合 如 关于 微分 的 四 则 的 计划 
就 是 ,由 ( 代 ,2) ，(5.3) 立刻 得 出 下 列 定 理 。 

定理 2 在 Gauss 平 别 的 开 集 卫 上 定义 的 两 个 单 值 (有 穹 ) 思 
数 了 (2) ,8 人， 沙 在 五 内 的 一 点 2 知 是 可 导 的 , 则 下 烈 丽 表 下 二 也 
在 知 可 导 , 且 


$5 正 划 本 归 和 4 
(DD) 百人 一 了 二 二 8 时， 网 
Plz0) =—f (0 士 单 必 oi。 
(2) Plz) = (e292) 了 时 ， 则 
Figo) =f (20) {20) TF (#0) 9 (ro0), 


(8) F(z2) = 1 时 ,有 


pr a0) - PC te (gleo) #0). 


对 于 复合 图 数 ， 下 出 命题 息 立 : 了 2) 是 在 开 集 DD 上,，g (w) 
是 在 开 集 4 上 定义 的 单 值 (有 和 穷 ) 夯 数 。 浅 2) 在 2 人 ED 的 加， 
Ya 在 wo 一 了 了 (20) 亡 4 的 ro 均 汶 可 辟 , 基 了 玉 (2) 一 9{ft2)} 也 在 2 
可 导 , 且 

F {20) 一 中 ao (20), 

这 一 定理 尖 和 平实 画 数 情况 的 直 轴 在 一 盘 微 积分 书籍 内 都 有 ， 
南 从 略 。 因 为 有 了 这 个 定理 ,区 于 徽 分 的 就 算 ,一 般 是 将 2 的 图 数 
看 作 2 的 责 数 求 计算 虹 收 丁 。 

2) 正则 画 数 ” 命 必 = 次) 是 定义 在 Gauss 平面 的 开 集 D. 上 
的 单 秆 (有 和 穹 ) 画 数 , 对 于 总 的 一 点 有 和 加 的 邻 域 六 (Yo) (三 DD) 
存在 , 在 ?EF (se) 的 所 有 点 2 外 ft2) 可 对 草 岂 做 站 (2) 在 :=z6 
正则 。 (在 2 一 2 正 期 ， 民 了 (0) 存在 且 有 穷 还 不 能 ， 还 必 
须 在 加 的 分 城 的 一 著 2, 产 (#) 存在 旦 有 海 。 

后 曙 # 二 4 十 外， 了 (8) 二 各 在 X=, 8- 虽然 是 可 导 的 , 但 当 
和 时 剧 趟 可 了 层 玖 和 so 在 但, 0) 不 是 二 斯。 

壤 了 (2) 在 茶 一 并 集 卫 的 所 有 点 帮 正 草 , 期 叫做 了 2) 在 DD 上 
正 央 。 虐 由 如 失真 内 的 诗 论 ,显然 下 烛 定 理 成 立 。 

定理 8 了 (2?) 为 定义 于 Gausgs 玉 面 的 开 集 DD 上 的 单 什 渐 歼 ， 
潜在 总 上 的 各 上 总 有 回炉 的 候 徽 商 和 名 和， 各， 大 且 写 们 之 果 满 


4 各 3 章 正 期 醒 数 及 人 廊 等 浙 吾 
中 Vauchy-Riemann 活 承 式 
We™— th = sy 
则 了 2) 在 卫 上 正则 。 
其 定单 值 汞 儿 (2) ;定义 寂 在 性 数 球 面 的 点 ?二 00 正则 时 ,可 
信 


g 2) = (=). 


营 g'%) 在 ?二 0 正 知 , 央 岂 做 了 2) 在 :一 co 正则 ,但 事实 上 名 过 到 
9(%) 在 2 一 人 0 没有 值 的 情 交 ,这 有 时 上 述 定 义 的 音 思 是 如 果 有 绽 极 有 限 
值 存在 ,以 极 陋 值 为 yt 在 2 一 0 的 值 而 是 正则 的 , 也 就 是 可 去 孤 
将 背 点 的 汐 轩 (和 参看 1 。 

加 1 上述, 正则 夯 数 的 定义 ,直上 正 要 求 在 一 点 可 于 , 而 是 要 求 在 
绅 域 的 每 点 杭 可 车。 这 样 定 尺 所 带 来 的 影响 非常 天 , 生前 的 复 变 
画 数 藉 儿 乎 全 部 都 可 以 活 作 是 这 样 定 义 所 招致 的 。 特 外 有 羯 思 的 
是 出 复 严 菌 数 局 邵 的 侍 邯 可 央 定 它 的 合体, 出 就 因为 这 个 ,定义 城 
不 上 正 是 思 集 , 汰 慧 连 通 域 更 为 委 当 ,于 进 一 步 就 复 变 藩 数 询 特 有 的 
所 请 Riemann 面 上 的 域 考察 最 为 切合 。 关于 这 些 我 们 将 在 下 章 
及 第 旨 人 章 话 加 属 座 ， 因 此 在 本 节 主 要 地 由 局 部 观点 考察 正 划 画 煞 
的 性 质 。 

3) 正则 历 数 的 特性 

(i) 域 不 变 原 理 

定理 和 车 f(z) 定义 在 Gaug 平面 一 点 加 的 令 域 , 且 在 蔽 点 
正则 ,基色 一 了 (2) 取 .Fo 分 域 的 所 有 值 。… 

醋 明 命 2 一 sw 区, 0 一 woo (2) 一 Wm YD) 二 {tw 的 ， 
有 由 定理 4,% 2 在 “的 邻 域 广 (%0) 可 全 微分 ， 故 浊 蔷 。 另 一 方 
加 ;和 狠 据 同一 定理 , ?py i to Vy 下 在 且 有 和 穹 , 因 为 满足 Uauchy- 
Riemann 六 程 , 故 


5 正则 夯 至 45 
[fF Wo) | jst yal (ir) TF (Or) Ce) TF uy) 


Ws Wh, (3.15) 
Hr Dy CE Mo) 
We Wy 、 
由 假 囊 I (zo0) | 二 天 癌 ， 得 yp > i (VW (iro, vo) 了 和 (90， yo) ) 


有 适当 的 邻 域 , 其 中 的 值 为 了 全， 2 六 (a 所 取 通 。 

故 好 二 了 (0 的 塘 值 域 车 不 是 域 , 央 在 所 有 的 点 产 (%) 一 0, 这 时 
在 也 有 的 点 个 二 和 5 二 纪 二 山 一 090， 党 按 4 积分， 再 按 y 积 分 ， 得 出 
ww) 是 当 数 ， 妇 “常数 长 媳 的 正则 而 数 把 域 映 射 唉 
域 ”。 

这 上 叫做 域 水 蛮 原 理 。 因 此 ,例如 使 轩 了 2) 戈 训 2), 配 了 人 2) | 
等 于 津 数 的 了 (8) 也 是 常数 , 因为 这 冉 值 域 或 在 站 黎 或 在 圆周 上 而 
不 能 基 域 。 

(ii) 单 叶 性 ”Gausg 平和 珈 的 基 一 点 集 4， 如 果 合 于 过 原点 的 
某 直 鞭 所 作 的 生平 末 内 部 时 , 划 吓 做 双 在 秆 平 盏 内 。 

定理 5 f(z) 是 定义 于 Gauss 三 面 一 点 % 的 图 分 域 的 单 值 正 
则 函数 ， 者 了 4) 在 访 售 域 4 钓 所 有 值 都 在 秆 平面 内, 央 关 (2) 在 
六 (zo0) 单 时 。 

多 明知 刀 多 所 属 的 生平 面 是 幅 角 在 9 一 而 莘 6 十 与 之 各 
的 点 , 则 Me-#7' (2) > 

令 假 定 为 , za 是 居于 六 (20) 的 家: 祥 二 点 ,BB. 了 (21) 一 了 tg}。 命 
2 一 和 一 6 中 汪 再 命 2 一 6 让 ( 作 一向】 ， 屋 ) 一 61 (zg) ， 荐 注 
是 9 的 一 和 有 2) 的 产 是 2 的 正则 豆 数 (参看 定理 2 复合 融 数 的 微 
分 }。 令 命 

hs) = 十 到 人， 一 二 
则 
Wy — Re e's 0, 


4 第 ?这 正则 西数 及 和 和 作 画 数 
因为 让 2 一 ah 酸 六 D0) =hI?) 因此 0 一 让 0 护 ， 取 兹 的 
实况 ， 天 由 中 和 植 定 理 有 0=ttry 0 一 0,0) = W(t 9)7， 
0<ir， 因 洲 有 以 为; 各 为 端点 的 米 算 全 在 (20) 内， 人 0 与 满 
是 i7? 的 天 关 地 ,恒生 , 0) 0, 这 是 不 合理 的 。 

(iii) 共 形 映射 性 命 连 糊 曲 线 :=2 提 例如 定 立 在 0<t 所 I 
上 上 ，2 (页 一 多 (人 仙 十 六 二 ， 则 总 二 的 3 的 为 定义 在 0=t1 的 音 值 
庆 男 数 , 且 在 0RtsIL 连 和 米 ,， 2 (0) ; YY 0) 存在 ,有 和 窍 且 

tr O07 + 0, 

这 有 时候 套 数 t 的 专程 z=2( 四 所 条 示 的 曲 入 口 在 点 #0 有 切 秽 {和 全 
直 米 ) , 命 切 链 与 正 实 轴 的 交角 为 8, 则 


sin d= J : 
OF (6 .16) 
COS 8 _ (0) 


信 信 耳 为 Gauss 在 面 的 域 ， ?0 为 续 伍 一点， 如 二 (2) 为 定 六 
在 了 上 的 单 值 连 结 画 数 。 了 内 20) 一 加 的 曲 米 ， 杀 了 (3) 映射 成 
曲 秋 名 = 二 fz) ， 用 了 荆 表 了 示 , 这 时 对 于 其 上 流 条 人 和 件 的 尾音 井 禾 局， 
人 i) = i )， 
fot) = YD TEs) , yt), 
Ud) uv) yD VOD=o 0 yD (6.17) 
出 世人 二 存 在 ;有 宅 且 07O}} 二 全 (0)}?0， 因 此 可 以 
假定 二 在 点 wo 一 UC0) 十 钱 (0) 有 切 各。 其 次 ,假定 这 一 切 移 和 下 
UU 炎 的 避 骨 为 犁 ， 日 一 8 只 与 吕 二 了 (z) 有 美 而 与 最 初 的 曲 秽 们 无 
关 , 因 称 色 二 了 (32) 在 2 一 为 为 共 形 的 。 
这 时 候 ， 在 卫 任 意 画 两 条 人 象 上 述 那 样 的 曲 贸 口 , 0'， 在 zw 处 
可 以 作 志 ，C 的 切线 ， 荆 糖 所 构成 的 角 叮 做 邓 ， CC 在 ww 的 实 角 ，。 
所 请 公子 他 ) 在 2# 一 为 处 为 黄 形 , 和 全; 妇 的 次 角 (三 向 也 包括 在 
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内 ) 与 家 的 象 曲 入 荆 , 在 wo 的 交角 相 千 基 一 私 的 。 

映 角 名 一 f(z) 在 2€EDD 的 各 点 都 是 共 形 时 ， 吾 做 了 (2) 共 形 映 
射 孔 , 或 定义 王 必 的 共 形 映射 。 : 

上 了 让 上 和 的 鹤 备 后 ,进一步 来 求 贬 瑞 是 共有 形 的 条 件 。 

定理 6 定义 在 Gauss 平面 域 DD 上 的 单 值 回 秆 图 数 多 二 (2) ， 
潜在 了 内 的 一 点 和 可 司 且 广 (80) 0, 央 了 32) 在 2 一 加 为 共有 形 的 。 

秆 明 一 般 地 复数 契 人 ) 定 尺 于 人 之 tt 过 9 为 任意 出 定 的 正 
数 ) ,车 lim 玉 ( 一 及, 及 #0, 划 


lim arg KK (1) =arg H, 
E- + 


分 应 用 这 一 原理 了 于 下 烈 关 骏 式 。 即 全 ?2 一 2 有 ， 朗 然 了 (20) 人 存在 且 
有 窃 ,特别 东 沿 上 曲 米 0, 一 2z 一 加 习 人 疝 于 凡 ， 
lim 1 2) fo) -- ' (20) 。 


Ewe wp 


£4 必 rd 
就 由 上 述 的 注意 有 
lim arg TA) arg (20} ， 


t— 


这 里 堪 端 

一 1in [arg{/ 2 —f (20)} ~ arg (2—%20)] 

一 lim arg{f (2) ~f (20)} ~ Hm arg(z —%0) 

‘因为 由 假设 各 极限 都 存在 ) 
= 日 一 8 《因为 由 定义 B=lim arg{f (2) 一 了 (zo)} 
0 =lim nrg (2—20) ), 
故 最 后 得 出 全 一 6 一 arg 了 (20}。 这 一 等 式 的 在 羡 与 最 初 的 曲 纺 
无 关 。 
定理 了 游 定 义 在 Gauss 平面 城 卫 的 单 值 巡 各 画 烙 如一 了 (x) 

在 驯 内 的 -一 点 加 ;如 功 ， bt 呈 可 全 微分 ， 且 为 共 形 的 ， 则 


9 第 323 于 正则 男 菩 受 初等 国 妆 
f 的 在 z 一 0 可 导 且 疡 (ww) 天 0，( 其 中 以 (9) 的 ，o(z， 的 的 意义 局 
工 ;名 2 一 w 十 冤 ， 下 ( 放 二 十 加,) 


tan OT (0) ver (0) + vy OF 
U0) wt (0) 十 让 9] 


Vz uy ta 如 
Ws tang 


其 中 Wy CO Uy (0, yo) 3 Ds 一 出 oo bo) 等 :} 碎 并 


_ yt (0) 
tan = gr 07 
闻 一 上 志 男 ;由 于 B= 十 a, 让 


tan Otan (94a) = Lie+ tno (5.19) 


1— tanatand * 
训 由 tb.18) 及 5.19) 得 


ve to tan tanat+tang 
ti 十 只， tang i1—ianatang : 


去 分 世 再 对 于 tan # 整理 ,得 
Vos tan cat (oy— td, tan a—w, tana) tan 6 

+ (vy, tan a +u,) tan’ =:0. 

这 对 于 tan 颖 来 发 是 卸 等 式 , 疏 得 
To tan a, ty—i = Vi an ea, y= CO—b, tan a, 
把 第 一 式 及 第 三 式 代 人 第 二 式 的 有 并 ; 香 
(wy— Ye) (1+ tan’ a) =0. 
外 此 首先 得 出 vj= 二 Ws， 再 代 太 第 一 式 太 第 三 式 的 右 端 ， 并 注意 到 
一 妇 s; 出 此 得 同 55 二 一 场 ， 邯 
Ws— Vy Ve (6.21) 

印 在 (0: Yo) Qauchy-Riemann 状 程 成 站 。 故 由 定理 4, 系 , 得 出 
fz) 在 4 一 加 外 可 导 。 其 次 由 5.19) 显然 可 以 震 出 tan 日 不 蕴 是 
与 tpn 98 无 关 的 量 , 利 用 这 一 缚 宁 到 中 .18) ,知道 莫 有 上 姬 的 一 次 式 


(Bb.18) 


(5 ,20) 


$85 正剧 而 数 4 
的 行列 式 直 六 于 ( 苔 看 $$ 引 。 因 此 
1” lz0. 
[gz 出 
这 与 纪 .24) 夭 合 起 来 ,是 为 
0 

由 此 定理 显然 可 以 起 出 下 面 的 柔 成 立 。 

系 对 于 定义 在 Gauss 平面 的 域 卫 的 单 值 画 数 亿 王 为 ， 治 
2) = 在 了 的 
各 点 有 连 粹 偏 敏 商 , 且 在 DP 是 共 形 的 , 则 了 (2) 在 卫 上 为 正则 。 另 
外 应 用 Goursat 定理 (参看 389 的 3) 显 然 看 出 这 一 条 件 也 是 必 刘 
的 。 

4) 湛 穷 小 图 ”和 前 刷 一 样 ， 定义 在 Gauss 年 面 域 了 DD 的 单 
值 图 娄 了 2) 二 fp 匀 填 训 (T; 灿 ，%2 一 vw 于 名， 在 卫 的 一 点 2 二 加 
一 4%0 十 ?96 珊 世 也 可 全 微分 4 于 是 ,四 定 慷 ， 

UV 用 —Y vo, Wo) =U LF — 0) Fy CY — yo) 
or, yy, Wo Wo) ， 


TY) — Vo Yo) — Vs (Fw — wo) + wy (y ~ Wo) (0.22) 
Te, Y, Wo, Yo)s 
Om yy oy Wo) 
2 V 一 oo + (Yo) /5 .28) 


lim TW go Yo) _ .0 
7 ver Wy 
故 就 (zo， yo) 的 充分 外 的 邹 域 考察 时 ， 下 于 (5.232) 去 挤 加 区 的 项 
与 未 去 挫 前 的 苦 乐 大体 担 同 。 这 种 事实 我 们 用 语言 "在 无 穷 小 处 ”， 
或 "在 徽 小 处 表达 。 

这 时 在 :平面 上 以 知 为 心 作 贺 ， 这 一 加 可 由 变数 0(0s6 
| 


be 第 ?了 闽 下 出面 攻 及 宰 千 男 数 
和 -0 一 ?CO 有 1 一 加 -sin (0 (B .24) 
表示 出 来 ,其 中 7 为 图 的 侍 径 , 可 考虑 海 充 分 小 。 把 (53.234) 代入 
(68.22), 并 且 充 挤 og 及 7 的 项 ,得 
VR Y) Ho Wo) =r {Ws C088 二 th sin 0}, 
yr YH) 一 和 (人 Yo =r {bs CO Ov, sin 大， 
为 了 使 这 里 的 如 在 名 =% 十 说 玫 面 上 的 人 象 是 略 ， 必 朗 的 条 件 是 
{we 二 一 0 yo0)}? 与 9 无关 ,实际 地 
与 出 这 一 式 , 有 
T(t vs) 08 + (Us + os) min +2 ty Voy Cog O sin 0} 
(5. 26) 
命 9 一 0, 万 ， 芋 时 上 式 的 值 相等 ,得 
4 十 人 一 十 


一 喜 (We 二 vo 二 二 十 Bibytly 十 呈 0 ， (5.26) 


最 左 问 号 当中 一 项 的 下 均值 也 竺 于 这 些 ， 由 最 宪 端 内 壮 去 这 平均 
慎 , 得 titty Vedy 0, 本 i 


tt 一 — Vety. (6B, 27) 
更 直属， 0 的 最 左 颖 及 当中 一 项 ,有 
一 同一 锐 一 钻 ， (日 ,28) 


把 上 上 式 平 五 再 加 引 .2 六 下 万 的 4 异 ,得 
十 一直 十 3， 


把 此 式 与 (6.,28) 相 加 得 


一 4. 【5 .29) 
邻 分 西 种 情形 讨论。 
第 一 情形 ; % 一 时 ;只 要 两 者 都 不 是 畴 ,由 (6.27) 有 
= Wr, 


第 二 情形 : 称 一 一 时 ;只 要 两 者 都 不 是 零 , 由 民 .27)}) 有 


$5 正如 历数 51 
th CO My, 
由 但 .28) 及 (5,29) 得 碚 二 如 , 故 上 面 的 讨论 对 于 sg，Y 对 换 时 也 成 
立 ，。 由 6.26)，(6.26)，(6.27) 显然 得 出 6.25) 的 值 为 
二 

这 可 久 考 虑 为 好 2) 平面 上 的 则 的 全 径 的 平 故 ; 所 以 不 是 大 。 因 
比 W 及 姑 或 饰 民 和 不 能 同时 为 震 。 这 样 可 以 考 感 的 钥 合 只 有 
下列 二 各 

第 一 情形 : UV 一 一 | 

第 二 情形 : Us Vyy Uy Vr, 
第 一 种 悄 形 程 据 定 退 1, 和 藉 , 得 出 广 (#) 存在 且 有 穷 , 第 二 种 情形 以 
一 上 民 替 v 朗 成 第 一 种 情形 ,这 条 上 明 自 z 至 站 (%) 的 映射 。 

反之 , 答 定 了 在 和 可 导 的 f(?)) 对 于 上 映射 了 (2) 或 (2) (5.80) 
成 袜 , 把 宅 代 入 .265)， 央 从 .28) 的 慎 为 


rr (Ws 十 335) + 


(B .30) 


x 

I 一 相 (0) | 二 Pv 姬 寺 全 二 7 | 了 (40) ，。 
男 一 六 面 ,如 已 证 有 明 移 , 当 包 (2) 一 入 (20) 的 岂 衣 为 日 时 , 车 产 (8%0) 
#0, 导 全 一 0 一 a(f (的 情形 ) 或 日 = 一 8--a (f (3) 的 情形 ) ,所 以 
2 在 四周 :一 加 | -= 上 右 旋 一 - 周 时 , w 在 莉 周 

j 一色 (0) | 二 ,fF (0) 
上 右 旋 一 周 或 左旋 一 局 。 各 合 忆 上 甩 这 科 下列 定理 。 
定理 8 定义 在 Gauss 卡 面 域 卫 的 单 值 夯 数 

及 一 站 人 一 区 YE Y) z= 人 Tt， 
在 局 内 各 点 者 有 回炉 仿 微 疝 称 ;和 乌 ;27 wy， 宇 把 无 窃 小 加 映射 成 
无 穷 小 图 的 充 蔓 条件 为 的 在 了 的 任何 点 都 正则 且 万 (人 天 日 
或 上 世 是 这 样 的 了 (2%) 的 共 幅 图 数 。 这 时 及 名 有 册 和 下 面 上 无 穷 小 赂 
咎 径 的 比 等 于 | 六 他) |， 


上 9 第 3 本 正则 图 至 及 和 初 竹 男 笋 

由 二 一 定理 的 正则 本 数 了 (2 所 作 共 办 画 数 约 上 映射, 虽 不 灾 相 
汉 明 稚 的 变 角 ,但 骨 的 下 器 沁 十 相反 的 。 因 此 ,这 样 的 钢 前 下 做 北 
向 共 形 (indireotly conformal) ， 而 普通 的 共 形 则 叫做 咕 向 共 形 
{directly contormaly , 

另 人 和 邹 ,在 共 形 鲁 轴 的 定义 中 , 未 凤 和 要求 假 定 映 册 丽 娄 如一 了 (2) 
为 单 值 , 通常 是 在 一 对 一 双方 巡 征 的 假定 下 , 再 加 共有 形 的 亲 件 ,二 
中 获 鞭 形 鲁 和 对 ,因此 在 本 章 忆 外 光 地 三 多 依照 后 省 。 

B) 与 调和 男 数 的 关 和 又” 定义 站 (w, 级 平面 开 和 集 五 上 的 实 画 
数 wy) ， 车 在 卫 内 各 点 都 有 一 直到 二 芥 的 偏 微 商 ws, ty is 
存在 ,这 粮 且 满 足 Laplace 方程 

Ey 0, (6.81) 


期 是 作 wtw, 肋 在 局 上 为 确 和 画 数 。 
根据 后 商 将 要 儿 壕 的 Goursat 定理， 定义 在 Graunss 平面 城 已 
内 的 单 值 正则 阔 数 了 (2) ， 宝 的 各 阶 导 数 广 间 六 的 等 都 在 五 内 
为 单 值 正则 。 把 这 样 的 Fw 分 成 实 部 与 碟 部 , 命 
fF) 一 83 Yi 四 了 2 一 和 十 说 ， 
册 wu 2 者 有 一 次 到 二 上 阶 的 起 徽 商 , 且 为 连 稿 。 嚼 一 方面 ,ww，2 清 
时 Uauchy-Riemann 关系 式 


Wo 0 (5.82) 


Bu 中 ， 
因为 EI 本 于 等 为 进入 ， 故 有 


$5 正则 夯 数 6 


Di A dn Dn 


Co] 


Br Byer Erey dor’ 


所 惧 由 前 四 式 有 
Bw di By Op 
Da Ba -0， On F dy 1 


这 桩 站 oursab 定理 成 并 的 假定 下 ,得 出 下 出 定理 。 

定理 9 在 Gaass 平面 域 忆 的 音箱 正则 画 数 了 (的 的 过 部 与 
了 硬 部 同时 芷 另 内 为 调和 男 数 。 

假设 域 总 党 单 连 通 域 , 在 也 上 给 定 调和 有利 男 数 世人 省 细 时 ,满足 
ft) —t {er, 二 十 %9 于 of) 的 音 值 下 出 画 煞 {2) 是 否 人 存在 ? EP 2 
三 多 匡 , 全 是否 是 了 蛤 一 的 和 这 基 下 面 特 要 湛 态 芍 
问题 。 

个 先 有 由 和 葵 定 的 导 和 图 数 wtz， 内， 来 出 满足 
Cauchvy-Risemann 大 程 (6. 人 给 ) 的 男 一 个 放 各 殉 数 
一 外 vy 这样 的 如 时 仇 彼 此 苇 办 的 吝 和 一 图 号 
状 。 把 次 的 一 点 2 固定 ;然后 任 取 一 个 zED 的 点 %， 可 用 平行 
于 华 标 轴 的 护 六 了 荆 (参看 图 8.1) 连 结 加 及 #. 考察 沿 曲 米 工 的 起 
积分 

VoD =| 全 晤 全 四 一 (站 | 富 于 上 ， 
(5.88) 

普 先 ,这 一 积分 系 定义 为 湾 平 行 于 坐标 噩 的 折 芍 的 积分 ,在 平行 于 
2 轴 的 入 段 上 ， 引 二 土 喧 (向 右 进 行 时 为 十 ， 四 左 进 行 时 为 一 )， 
一 0; 在 平行 于 于 的 廊 恬 上, 路 一 0, 三 土 dy (同上 进行 时 为 
+ ， 向 下 进行 时 为 一 )。 因为 4 为 调和 画 数 ， 税 积 丙 数 Re By 
为 速 秆 , 故 积 分 常 丰 在。 由 于 也 为 单 连 通 十 ， 故 假 定向 厂 移 炬 形 
一 -局 时， 由 ,33) 友 边 的 本 个 积分 同时 为 堵 ; 导 六 ;9j 的 值 具 与 加 


5 第 2 这 ”正则 是 获 及 训 等 男 灼 
及 3s 一 和 十 鲍 有 关 ; 而 与 积分 路 各 荆 无 关 。 仿 命 这 -一 矩形 购 周 界 汶 
GG, 内 部 为 Di,， 引用 著名 的 Green-Gausg 定理 , 语 朋 如下 : 

忆 定 (E69) 及 LE 在 CG 上 太夫 内 部 D: 上 区 为 连 芒 , 则 


| { +R dn} = |f, 我 一 了 By 2 及 dn. (5.34) 


这 就 是 (Teen-traussa 定理 。 惠 在 售 了 P(E, 71) = 一 
Q Ge 则 有 


2 QU) WE WH) 
二 一 六 和 


re > 一 一 


a 态 0 
_ 南 很 俩 人 雪 企 卫 内 各 点 为 谓 和 画 数 , 琢 恒 为 零 , 所 以 人 5.34) 的 
右 疯 为 者 ,把 太刀 号 出 后 有 
2 
| 


对 于 所 有 的 是 形 OQ 这 一 关 革 都 成 江 ， A 33) 只 与 加 及 5 有 
闫 ， 而 且 单 一 地 确定 。 出 (ww, 9) 作 微 商 -2 ,一 时 应 用 图 上 的 
7, 作 名 一 时 应 用 图 上 的 i1, 占 此 显然 有 
oa ols, y) oF DB 兄 = 
Or By By A | 
由 于 万 程 的 右 疾 还 人骨 倪 求 伺 徽 苹 , 越 有 
or ww, OF Da 人 fm 计 


_ |] 


Bs dry Oy oy Oo OF Ey 


_ Bu . 
2 
2 By 9 


ee 2 
V (we, 办 是 镁 和 而 数 的 条 件 中 ， 只 剩 下 要 闭 明 高 如 ， 太 7 训 5 
.是 巡 灶 了。 四 二 ,35)， 


$5 正剧 加 碌 Fs 


7 Duty 多) OF 2 全 
Ox Oy Gr way Ow 


因此 遍 贡 及 二 如 部 连 米 。 印 六 (oY) 为 天 和 而 数 。 
其 右 ,(6.8 外 为 如 及 六 之 丙 的 Qauchy-iemann 甘 桑 , 地 
为 芭 的 水 地 调和 于 画 狐 。 故 由 定理 工 , 系 , 知 
Fu FU , 
是 在 卫 府 的 单 值 正则 栈 数 ， 因此 我 们 求 出 了 一 个 解 。 其 疾 命 一 般 
解 为 
Fo) uy 的 十 向 人 的 
则 
fF i 的 一 六 种 } (5.38) 
在 总 内 为 单 值 正 则 ， 且 第 { 人 动 一 下 人 动 一 0 因此 必须 是 常数 ( 窜 
潭 听 的 8 0) 即 
了 一 了 (2) 一 常数 ， 
怪 这 一 常数 与 人 5.36) 的 右 纺 比较 ， 如 玉 不 是 渤 的 语 ， 必 须 是 站 茧 
数 。 迷 合 已 寺 所 让 ,得 
定理 了 Gauss 平面 单 连 通 域 总 上 和 营 定 了 单 值 普 和 画 烙 
wv, 0 时 , 好 能 胡 求 出 宅 的 共 琶 调和 面 狐 yt 角 ) ,在 DD 上 Wt»)， 
多 二 人间 (人 区 沪 音 值 正 则 画 数 。 这 样 的 正则 男 数 , 降 去 种 姑 一 个 锣 
弄 数 的 贡 数 外 ,唯一 确定 。 
例如 洪 案 责 数 tw 级 二 弄 一 832 号， 应 用 上 述 的 已. 中) 即 可 
雇 定 了 了 (22) = 六 十 名 (6 为 实数 )， 
6 需 攻 数 的 正副 性 实际 芒 数 中 ， 澡 过 到 稿 定 的 古事 释 数 ， 
不 只 是 这 样 ， 寂 还 是 第 5 章 解 析 开 拓 进 论 的 出 发 点 。 因此 和 在 这 型 
首先 对答 一 下 浴 笑 数 及 来 示 的 出 数 的 工 上 性 。 
定 更 11 每 航 数 f) 一 沁 ou(z 一 "的 政 仇 牢 径 吾 是 正 数 


56 第 3 之 正 刚 量 数 兵 简 等 男 强 
时 ,有 IF 在 妆 俘 图 的 内 部 : 13 一 &| 去 五音 值 正则 ; 且 其 导数 为 
FO nes—o!t (ls~al<B, (5.87) 
即 丢 毅 数 在 其 收 艇 图 内 可 以 恶 项 微分 。 
证 明 次 先 墟 出 菲 役 数 2 nc 一 w) "的 收 货 生 径 也 大 瑟 . 
为 此 取 |z 一 a1 过 号 中 的 任意 %， 央 有 满足 |% 一 #6 二 ?之 Pp 之 中 的 下 
i a 存在 ;, 国 为 


| 
TCE SL ee mn (SY) _t 7 


号 


-+ A 
” (1+ £2- -) 1 
个 


en oP 
Tr Pp—r 


. 


玫 可 考虑 = 二 说 je" 为 加 mlz 一 四" 的 优 般 数 。 轩 


之 cr 一 8)? 的 收 铬 生 径 为 了 ， 故 当 0<p< 呈 时 显然 这 一 优 般 数 
也 收 艇 。 故 忆 o (一 四" 的 收 铸 秆 径 五 及 总 ne,(z 一 0)"? 的 收 
年 径 Bi 之 间 具 有 关 洒 甩 之 有 ， 另 一 方面 ,由 于 

eo | lz—al" mic 1s— 6" 一 有 | 人 一 二 2 


故 显 然 有 可 专访 ， 即 R= 轧 ， 维 种 用 同样 的 方法 进行 多 次 ,例如 
当 :3 一 | 之 哺 肝 


nn— Te tfz 一 Ga 2 
忻 二 


荔 为 超 对 收 笋 。 
其 次 ,将 证 明 届 .8 四 成 立 。 工 然 已 各 知 道 (B.87) 的 右 颖 收 氏 ， 
由 全 数 的 定义 \ 取 不 亮 分 小 ,例如 全 < 不 [ 二 R= 令 求 


$5 正剧 档 数 or 


Doz—ath)"— Ses—a)" < 
no ae)" 
一 > {sath)"— (一 证) 一 下 六 人 一 在 


的 优 般 数 。 为 此 , 命 a, 蝇 为 满足 |a| 拟 p, 上 B81 专 p 的 途 章 二 个 复 
数 , 注 沪 到 
le -Bl=|la—Bllo ta mB++B 
< oe— Blipt 
对 于 名 二 1 ,93,3,… 有 时 部 成 查 。 命 0 一 2 一 g 十 h, B=2 一 4, 0 一 户 一 hh， 
别 上 上 式 的 4 上 中 为 


{er—B"—nhB" 1 —h | ar B+ ne 
-n> (as Bi1— mn 一 1 
一 3 月 1 (er 一 BY 一作 ， 
由 上 面 的 注 登 ,有 
[ar— 8B"— naa I ] < nh ] a > p+ [mw 一 分 8 一 全 


-| 有 pm? 人 (n 一 亿 
a 1) 
hp 
故 优 般 数 可 取 为 
[| or nin— 1)p"™, 


之 号 下 部 分 由 上 面世 述 知 道 秒 收 基 ,这 与 玉 无 关 ,， 从 而 与 之 号 前 
的 | 玉 | 一 起 全 体 妆 和 伍 于 0. 

由 定理 11 知道 , 笑 般 数 的 承 数 可 由 了 (2 在 3 一 & 的 省 般 导 数 
妆 定 , 妇 


bs 2 新 正则 本 数 其 动 殖 识 营 
系 著 f 6) 一 怠 6.(2 一 0)” 的 下 第 和 径 甩 为 正教 ,其 
fm (0) 
Cs nl 四 ( 电 .3S1 
艇 明 ”事实 上 ,把 定理 并 迷 续 应 用 天 欢 , 则 
fH = Tom(n—l). mhtD) (Ga) 


在 |z 一 | 过 哺 成 让。 在 上 式 中 命 2==g, 央 只 剩 下 %= 上 的 项 , 谤 列 
得 二 (5,88)。 


56 初等 画 数 


2) = 合十 折 ， 针 二 tt 十 包 ,出 秆 
w= (FH) 2ivy, 
WH= y=2ry, (68.1) 
广 去 y, 得 
= (8.2) 
他 克 尖 固定 值 二 和 为， 这 表明 重 面 上 的 棺 米 =0o 的 和 象 在 曲 如 
果 一 4 一 声 上 。 由 于 包含 各 的 斑 故 , 歼 晤 站 巷 w== 土 i 的 象 重 
合 . 符 别 重 要 的 销 珍 是 各 二 0, 这 时 嘿 然 有 w 一 0, 但 人 象 持 不 是 2 一 0 
的 合体, 由 但. 了 可 看 出 = 一 态 ， 故 集 只 是 Ww 亿 0 的 洋 轴 部 分 。 
由 于 5 必 一 22， 圾 除 z 一 0 以 外 ， 在 Ganss 平面 上 所 有 的 点 都 
汶 共 形 喘 射 。 表 由 (6.1) 中 消去 zz) 在 姑 平 面 上 ， 得 出 与 咎 , 轨 正 
交 的 曲 七 族 
vA = (yf +), (8.3) 
反之 , 在 王 面 上 葵 定 %=wo 时 , 这 是 平行 于 % 灿 的 直 继 ,这 时 
出 但. 了 有 加 = 二 太一 2; 同 笠 答 定 42= 加 上 时， 有 太一 2zy, 这 是 彼此 
正 变 的 双 本 和 缕 。 


$8 和 科 竹 茵 上 数 B69 
{wy 与 全， 二 平 遇 的 湖 应 , 钠 为 土 #% 对 应 同一 个 2， 有 所 
友 引 = 时 20 的 部 分 与 (WW 2) 全 部 对 上 应。 这 一 对 应 明 然 有 信用 
W222 Y 一 人 /让 
表示 ，, 但 符 导 ~v ww 考虑 作 表 示 二 值 画 数 上 时 比较 方便 , 我 由 也 采用 
后 者 。 
2) ED = (N22， 3, 4， ‘) 中 诊 这 -一 唤 各 于 采用 币 坐 标 索 
为 再 向。 台 % 一 ?6 急 王 下 ec， 因为 Re 一 各 二 prem， 夏 有 
=7r", GO—n0+t+2mmr (m=0, 土 1, 2,…). (全. 生 ) 
当 “在 图 局 Iz| = 一 + (< 之 rf 之 20) 上 上 在 放权 一 于 了 时， 如 企 以 人 一 0 为 
中 心 7 为 秆 径 的 加 | 名 | 一 所 周 王 楼 区 周 。 
计算 人 2 立 别 得 出 me， 故 在 Gauss 不 面 上 任何 点 都 正则 。 
除 z= 二 人 0 外， 在 其 他 各 点 都 是 共 形 移 。 由 蛋 . 英 可 以 比较 禾 音 地 省 
出 上 映 庙 的 销 沈 。 兴 应 一 般 地 是 对 1, 疙 了 要 得 出 一 一 对 应 ,把 粮 
2 一 0 的 周 角 分 为 % 等 分 使 0< 9 < < 部 可 。 在 z=0 的 邻 域 ,不 
具 是 在 z 一 0 不 是 等 角 的 ， 和 天 上 且 对 应 状态 也 复杂 ,这 将 于 第 有 章 内 
群 儿 三 谋 。 
这 一 画 数 的 反 画 数 用 *= ~ tw 表示 。 
3) 有 理 整 好 项 式 0, 三; 44 为 复数 常数 时 ， 


w= yt 2 (6.5) 


中 做 有 理 整 多 项 式 。 因 为 2 一 64+20sw 十 … 十 nw*!， 故 它 在 
Gausg 平面 的 任何 点 都 正 央 。 后 面 将 要 首 明 一 般 地 对 应 为 如 对 
( 套 看 3 的 本 )， 

4) 有 理 功 数 ”两 个 有 理 整 多 项 式 


6 第 “更 正则 机 数 区 塘 等 医 数 


全 (2) 二 G0 十 十 十 2， 
O07)=00 二 bg 二 be fn 天候) 
的 于 


加 十 将 从 十 十 合作" 
一 全) bo On 


叫做 有 理 画 数 。 分 二 及 分 于 有 无 你 因 于 ,可 用 Euclid 算法 求 P( 
及 和 (2) 的 最 高 公 因 于 ， 所 以 通常 都 将 公 因 子 消 撞 。 2) 可 由 
定理 站 求 得 为 


一 
de tt (4 


故 在 Gauss 平面 上 除去 Qt 人 Go) ==0 的 根 外 , 在 其 他 各 点 都 正则 。 在 
z 一 co 有 时 也 可 以 正则 。 例 如 


2 一 并 ， 


和 在 * 一 so 处 为 亚 旭 点 ,在 有 穷 平 面 除 去 ?一 十 外 ,在 其 他 各 点 均 为 
正 岗 ;在 -ll 未 是 其 形 的。 
逐 旭 画 数 


_1/ 1 
一 可 (z 十 二 (6.7) 
在 Causg 和 平面 的 x 一 0 不 正则 ,在 x== 土 1 不 是 共 形 的 。 

命 |1z| 一 1 或 4 一 e, 则 


好 一 二 (83 6 8) 一 Cog 0#, 


朗 多 在 实 轴 上 , z 及 二 对 应 于 同一 个 点 za， 故 为 一 对 一 对 应 。 


喘 射 的 铺 沈 : 当 z=pe” 二 6< 十 co 时 ,出 于 


w= 评 (P 十 二) COS 十 名 于 (e 一 去 ) sin 4， 


$6 利和 等 豆 数 人 


一 可 (o 十 二 CO08 9, “一 豆 ( 一 sin ， {8.8) 


由 46.8) 中 消去 8, 郎 将 (6.3) 代 人 cos? 9 十 sin”8 一 4 中, 即 得 


or2 


We 
这 是 共和 焦 点 的 禄 图 族 。 
另外 ,车 要 消去 p, 则 由 (6. 引 消去 p 十 二 与 p 一 三 就 够 了 ,由 
(6.8) 得 


(6.9) 


_ 
cos 区 
这 是 与 (8.9) 正 交 的 双 曲 黎族 。 
5) 代数 玉 狼 若 P 了 Po) ,了 i) ，…， 了 ,2 是 有 理 整 多 项 式 ， 
则 请 足 


=~], (6.10) 


下 
的 旨 时 代 对 于 每 个 z 的 值 有 有 ?个 存在 ; 把 它 害 作 % 的 岁数 有 时 为 % 
慎 画 数 , 但 起 Ptz) 不 恒 等 于 需 。 9 一 芋 时 丛 与 有 理 画 数 一 私 。 
不 是 代 煞 画 数 的 画 数 都 吓 做 超越 男 数 。 
6) 指数 阔 数 ”和 谷 求 在 实 四 于 与 近 一 致 的 正则 画 数 ， 可 将 好 
展 为 硕 字 数 
gz 一 1 二 5 十 多 十.…， 
然后 用 代 圭 儿 
23 1 


(3) 一 一 于 二 ?十 本 十 十 有 和 二 "fw =, 


它 在 Gause 平面 记 有 点 都 福 对 也 茹 ， 页 疏 人 笋 年 径 是 ce， 所 以 在 
Gausg 征 曾 的 任何 点 痢 为 正则 。 
特 开 在 瑟 四 下 , 售 z= 一 记 ， 则 


09 庙 2 居 正则 面 笋 尼 齐 等 贡 涝 
3” "= (2) (2 -= 局， 二 ， 各， 3) y 2 =, vs 一 二 一 名 ， 
Ea 


y* 6 (一 工 )n 1 


f (iy) 一 > (— DD)" 本 1 
COS yy 二 ny, 


f (81)F (22) 一 台 SE 各 


= hh! re Mtl 


] 2 
Gir? 


和 
pe 下 km 一 1 11 和 ( 交 一 呈 ) 1 人 1 


o 1 ， 
十 … 十 要) 人 > 和 


[i (24) 一 了 {十 %)， 迁 天 侣 姑 二 因 一 字 一 和 十 馈 ， 阳 
F+W) = ey) 一 如 to083 十 和 Sin y) =0”, 
由 此 得 


二 工 十 2 十 和 十 全 十 (6. 11) 


且 在 Gauge 平面 性 何 点 痢 为 正 草 。 志 .4111 逐 项 微分 , 香 
Ge 
Oo 
二 一 万 面 ， 由 于 人 =o08 yy 十 nD) 及 e000, |eogy -igingy 
= 了 故 知 一 0 的 根 站 存在 。 因 此 在 Gauss 平面 的 所 有 点 都 是 
洪 形 有 的 。 
因为 


一 号 


em 00g on ain ns =1, 
玫 . 
Ort 一 gtb2nat 8, 
即 + 为 周期 国 数 , 家 的 周期 汶 2mi。 皮 之 下 汕 有 其 他 周 期 的 事实 
可 从 er" 二 6! 求 % 直 出 来 , 即 由 此 等 式 有 e%e* 一 ?或 (er 一 1) 一 0， 


$3 等 西数 89 
过 里 因 流 站 大 0) 虐 得 一 1]， 合 4 二 忆 十 i 猴 为 
6 一: O08 YY TE Mn YY ),， 
故 有 
eeeog y=1, edn”y—0. 
由 第 二 式 ， 因 为 6 了 0, 下 Bn 二 0 这样 的 YY 必须 是 YY 一 mm 
一 0， 土 1 ， 土 2 下 中 的 任 一 个 。 因此 再 由 第 一 式 有 (一 4" 二 1， 
故 2 必 为 司 数 ， 且 8=0。 改 周 期 全 部 具有 2nmori 的 形状 。 这 样 
具有 周期 2nwi 局 一 0 土 1， 土 2，…") , 并且 没有 其 他 周期 。 

2 的 周期 2 用 整数 和 泣 后 可 得 出 其 他 至 部 癌 期 ， 这 一 周期 叶 
领主 拘 戎 (prineipal psriod)。 签 了 解 始 一旦 的 瞻 奎 请 汽 ， 可 三 
一 ws 生 gmT， 一 co<2 必 十 co 部 分 考察 ,因为 作 平行 于 奸 埋 的 平移 
y' 一 y 十 2nr ;ww' 一 ww， 邹 得 出 同样 的 情 吏 。 故 * 平面 的 这 一 部 分 与 
由 于 面 的 全 部 为 一 一 对 应 。 


图 6.1 


7) 三 角 画 数 ”向 求 在 实 轴 上 和 eosz 或 sam 一 改 的 正则 元 
数 ， 可 采取 与 后 国粹 的 五 法 。 亿 这 里 用 下 列 刘 法 也 行 。 因 外 在 
Gaus9 平面 的 任何 点 正则 , 电 已 知 
ef = (GON 二 NY) ， = 必 十 $y， 
用 论 = 一 于 这 代 蔡 #， 剧 
e600 省 十 年 Sm 你 ) ， 


这 一 式 在 实 划 上 与 cogY 十 zsD 乡 一 纹 , 绸 用 一 * 代 2%， 然后 取 字 们 


64 第 2 各 正 肌 出 秋 肪 和 等 茄 雪 : 
区 于 均值 , 即 用 


Qoa 2 = 计 [ee 十 gr 四 (8.19) 
定 六 Cog# 寻 可 。 闻 样 可 定 疼 Bz 为 

. 1 {大 

sin 2 = 5 (6 9 ), (6 .13) 


同时 由 等 式 的 硅 映 可 看 出 ,在 Gauss 平面 的 任何 点 都 是 应 划 的 。 因 
此 出 (6. 二) 交接 得 出 以 下 的 只 般 数 展 开 式 : 


导 二 中 (2n) | 


008 2— 总 | {— "wan 
| (68.14) 


mS CD 
Sin zy 一 > 


它们 的 收 合 咎 径 痢 是 co， 这 样 的 室 季 数 在 实 轴 上 分 别 与 coaw 及 
sinw 一 狼 , 除 此 之 外 , 设 有 其 他 的 吕 般 数 在 实 抽 上 上 与 c09% 或 sw 
一 至 ,这 可 由 定理 谋 的 系 塌 及 看 出 来 。 对 于 正则 阔 数 益 , 也 是 一 
样 , 这 是 二 一 章 的 主要 疗 题 4 浴 看 把 的 旭 )。 
出 定 艾 如 .TI ，4. 1) 容易 看 出 e098z 为 惕 图 数 (部 cos 一动 
一 008 2) ,Min % 为 奇 汞 数 ( 凶 sn 2 二 一 sin( 一 为 ) ;由 {6.14) 的 展开 
式 也 可 入 看 出 偶 本 数 的 情形 只 由 习 次 虹 的 项 构成 ， 奇 画 娄 则 只 用 
否 问 每 的 班 和 构成 。 
三 角 画 数 中 的 代数 关系 可 出 (6.12) 及 (6.148) 由 消 基 好 可 
香山 。 郎 解 出 e*， 6 *， 
8 一 6DS 基 十 二 SN， 人 一 008 人 一 后 和 区 (6 .15) 
由 此 得 出 答 求 的 关系 式 为 1=cos?% 十 sin?x。 其 次 由 定义 .6.12)， 
(6.13) , 性 由 展开 式 作 .14) 容易 求 巴 80988， sin z 鬼 导 数 ， 
“ -60s2— —sin z ， -人 sin z 一 cosa。 (6.168) 
因 的 周期 为 2nirs, 可 由 (6.12) 及 (6.18) 知道 co08 2sin z 的 周期 


一 全 
2 
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nr 一， 十 3 。， 根据 (6.1 的 可 知 eosx 的 人 性 意 周期 
司 时 也 是 sin z 的 周期 ，sin z 的 周期 同时 也 是 e098% 的 周期 。 这 可 


喜 明 如 下 :着 w 一 2 二 wx 而) = 的 ， 则 对 于 g 的 一 革 J 和 ,有 


gl. 
故 cosx, sin z 有 具有 周期 时 , 旧 二 (6.186) a 也 是 六 的 局 期， 因此 
ia 为 @ 的 周期 。， 由 于 :的 周期 除 2m0i 之 外 没有 其 他 周期 ， 改 
09z, HN 上 有 有 同期 2pnor， 

38) 计数 画 数 ”指数 丽 数 的 反 落 数 呀 做 对 数 画 数 。 

这 一 表 娄 用 久 一 lo0g 2 天 示 。 但 因为 有 周期 2nmi (nn 一 0， 
十 ， 土 2,…"), 压 log z 不 能 是 单 值 画 数 ， 即 对 于 ?一 加，]og zo 所 
取 的 基 一 个 性 假 定 为 tp， 则 4 十 2 也 是 医 的 值 。 但 是 除 此 以 
外 1og 加 趟 取 其 他 的 值 , 页 在 和 平面 和合 如 一 中 十 和 多 ， 谭 限 芋 一 严 扫 4 
芯 王 ， 央 应 得 出 单 值 的 log %， 

事实 上 ,由 于 如一 站 (08 和 二 28 人; 可 | 多 | 一 ,RTE 二 VW 故 
t= 10gi2|, y= rc tw, A 

2 二 TE 时 ， 售 

lop 2a=]og 7 十 二 2n) (Nn 一 和 土 1， 1) (68.17) 
对 于 $5 介 十 2nw) 的 部 分 ， 想 要 满足 上 述 规 定 ， 定 4 满足 一 mss8 
十 2 了 器 可 ， 

因 log z 为 多 值 男 数 , 取 怎 的 值 时 往 住 会 发 生 疆 取 。 为 了 避免 
差错 ,创立 了 优秀 的 方法 , 这 或 可 必 做 速 和 矿 序 理 , 即 分 变数 z 不 是 
证 Gauss 平面 上 变动 ,而 代 之 久 在 所 乔 Riemann 面 上 变动 ; 这 是 
用 无 穷 个 重 夺 在 作成 的 。 

首先 谢 述 这 个 面 的 作法 ,考察 同样 的 无 穹 名 个 (tauss 平面 

Ha *， 他， 他 -1 ， tro, (1 ， Ga ys 


08 锯 3 证 正则 图 数 及 初等 夯 数 


由 省 Gauss 平 了 的 z=0 起 到 一 ce 沿 实 轴 划 汗 ， 使 全 的 上 各 与 
Gti 的 下 元 粘 合 。 对 于 所 的 m 一 0 于 1， 圭 2,… 实 行 这 一 精 合 ， 
息 此 竺 出 一 个 违 千 面 。 由 这 一 而 上 的 基点 ,例如 让 Hs 上 的 ?点 出 
发 ， 使 人 下 直道 过 * 一 0 而 沿 入 zx 一 0 的 曲线 转 一 周 后 ，# 已 趟 六 Gh 
三 应 在 .G3 上 。 当 % 这 样 的 变化 时 , Iog > 也 变化 ; 宅 的 十 部 逐渐 还 
大 ,3z 办 一 周 册 大 24。 巧 的 实 部 不 蓄 ” 怎 梯 改 变 , 具 要 畏 回 来 还 是 
jog .?， 因 此 宜 要 决定 log z 的 值 , 可 设 z 在 上 壕 的 面 上 ， 沿 世面 
上 连 和 转业 蔡 己 球 值 外 可 。 如 这 样 还 功 丰 到 的 话 ,只 好 将 定 尺 人. 
¥ 所 决定 的 无 穷 才 个 值 都 券 虑 作 尾 社 也 行 。 

, 由 右上 的 考 罕 ， 和 在 上 上 述 拘 面 上 考 虚 时 ， 
= 0g 3? 可 当 作 单 恒 图 数 处 理 , 这 个 面 一 般 地 王 
做 Riemann 面 。 关于 这 在 敌后 章 内 冰 要 全 

省 让 |。 

羡 0.2 上 述 画 的 每 个 @G 时 作 这 一 -Riemann 阁 
的 了 (eal) e 舍 在 Gausg 平面 上 任 取 一 点 加 才 0 选 正 数 p 充分 小 ， 
使 09<p< | 各 |， 以 加 为 中 心 、p 为 年 径 作 六 ， 沿 这 个 图 周 将 上 进 
Riemann 面前 开 , 划 各 CO 都 葵 制 下 -一 其 图 板 ,总 计 振 下 无 穷 获 所 
图 板 。 log z 的 值 ， 例如 在 Ga 上 的 ww 蕉 指定 时 , 有 剧 其 他 了 时 上 的 值 
也 全 部 决定 。 业 困 限制 z 在 这 一 圆 板 内 而 未 得 外 出 时 ， 就 不 能 移 
到 其 他 内 值 , 居 且 和 三 这 无 宠 多 个 辕 板 的 每 一 个 ，19g 2 钧 映射 都 是 
一 对 一 的 。 人 这样 上 时 每 个 枫 贡 部 叫 做 Iog z 下 图 : 1 一 2|<5 内 的 分 
或 (bzanch) 。 在 某 一 分 支 妇 果 是 

Jop 2 一 Jog 7 十 座 ， 
出 在 其 他 的 分 支 海 
lop z= 1og r+ + Dns 
因 瑟 入 * 点 求 导数 时 加 mt 部 行 消去 , 娃 果 得 出 单 值 丙 数 。 合 log % 
三 荣 尾 党 点 = 加 (Yo 基因 王 To8 ]op zo 一 ]og 扣 十 本 (的 十 2 ， 


二 和 和 录 面 数 67 
确 一 Pei， 上 log (zt BY) 一 1og Cro-p) ito 2nxm) 了 路 


{log Co 十 六 一 log 0} 一 


{log (ro p) 一 1og ro} 


OE 
ol 1ir .log Cro telbgm_ 1 _ i 
ten 3 p To 2 
” 即 得 有 旧 与 分 支 无 关 的 


0 _1 
3 log :一 (6..18) 


9) 一般 的 者 ”这 是 实数 情形 的 四 一 ”到 复数 的 推广 ， 一 
艇 部 写成 好 的 形状 ,其 中 加, 2 都 是 复数 , 千 果 是 琴 个 复 变 数 的 求 
妆 ,我 们 十 你 为 

2 一 的 9294 (6.19) 

但 认为 天 册 . 

因此 必须 注意 ,不 要 扣 记 出 Icg % 产生 的 多 值 性 。 

10) 反 三 角 画 数 即 三 角 画 数 的 反 夯 数 。 由 于 三 角 画 数 能 角 
用 az 及 思 的 简单 糙 合 定义 出 求 , 故 反 三 角 夯 数 也 能 够 用 代数 西数 
及 jiogz 的 关 人 台 定 六 出 来 。 这 一 表示 五 法 对 于 看 出 已 的 多 从 性 有 
时 汉 很 二 便 。 

sin Tig omg ~v 2 —1), 


00812 10g(w 1 一 改 一 座 )， 


tan 名 二 = Di log 人 (2 站 十 2) 和 


第 3 二 ”Cauchy 积分 定理 


$7 复 变 积分 


1) Jordan 了 闭 太 ”灾变 数 上 二 在 以 实数 CT 一 co 环 所 
< 十 co) 为 端点 的 贿 区 并 : < 和 或 军 开 区 辣 : 4 所 1< 上 变化 ， 
Gauss 平 独 或 复数 球面 上 的 点 2 二 音 伟 振 且 如 粮 地 对 应 时 ， 这 -一 
2 基 呈 做 速 儿 曲线 或 Jordan 曲线 。 命 后 如 果 丰 另外 声明 而 只 呈 
曲线 时 , 序 指 这 样 的 违 稿 曲 厂 ,二 中 做 参 变 数 。* 全 在 Gauss 平面 
时 ,把 ?他 另 成 实 部 与 虎 部 ,得 出 满足 

zt) =w{t) +i tt) (7 .1) 
的 两 个 单 值 韦 磷 栈 数 gz 全 及 gt。 出 这 一 对 应 , 区 问 [4 所 t 所 站 
职 [w 志 t< 昌 的 象 是 Cansg 平面 或 复数 球面 的 扣 华 ,但 曲 黎 震 非 指 
这 个 点 和 集 , 曲 颖 所 答 的 点 集 尽 管 相 馈 , 参数 表示 洲 是 不 同 , 仍 考 虑 
作 不 同 的 曲 次 。z(@) 呈 作 曲 纹 的 始 操 ， 20 趾 作 攻 点 ， 这 个 曲 苇 
吓 做 连 芋 两 点 fae)y 及 zi) 。 另外 ,， 当 定 避 域 是 于 区 间 [&% 专 + 所 旨 
时 ,这 一 曲 禾 的 [8 志 1 过 四 对 应 的 部 分 时 做 由 2() 出 发 趋 近 于 z{3) 
的 曲 熏 。 

其 奚 ， 定 尽 在 4 丢 1S 的 是 纹 ,对 沽 足 8< 和 在 二 号 裤 贡 去 口 
和 地 丰 的 再, 在， 当 20) 一 8(t) 成 立时 后 2 人 二 ) 中 做 曲线 的 重点 ， 
湾 有 重点 的 蝎 生 趾 做 简单 靶 线 。 另外 , zt(9) 一 z(tb) 成 并 时 称 这 个 
曲线 党 山野 绩 。 在 Ganuss 平 面 或 复数 蒜 面 烙 定 一 个 玻 邓 及 边界 上 
一 成 和 ;2 的 以外 的 晤 各 上 的 点 全 包 合 在 全 内 , 且 z(b) ==p 的 曲 厂 
存在 时 ， 旧 p 计 做 自 导 可 这 (accessible) 的 点 。 任 意 的 域 台 ,在 志 
的 边界 不 上, 自 刀 可 这 的 边 异 点 是 到 处 再 器 的 。 这 是 因为 利克 为 
吾 上 的 任意 点 4 作 点 的 任意 s 邻 城 人 > 由 号 时 , 由 于 PE 了 DP， 
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吉 有 民 了 于 Fp) NG 的 点 9 存在。 用 盏 入 { 大 大红 ) 巡 业 p 及 9， 
则 在 萎 眉 (或 圆 约 ) fp 上 有 自 9 出 发 第 一 个 超出 G6 的 点 各 ， 故 
DEF(P) 站 了 有 是 为 自如 可 村 的 亡 界 点 。 

“Gauss 平面 或 复数 球面 上 的 简单 于 曲 糠 尼 把 所 余 的 部 分 分 
成 深 有 共同 点 的 域 H 及 Ga, 荆 是 它们 的 共同 边界。 并 且 丁 的 所 
有 点 都 是 自 名 ， G5 可 达 的 边界 点 。 这 一 命题 前 一 部 分 的 证 明 ,在 
1882 年 由 Jordan 最 人 宁 葵 出 ， 后 盾 部 则 于 19908 年 由 Behonfliesg 
前 污 站 明 的 。 

忆 曲 黎 了 的 定义 城 ai, 或 以 gq 所 t< 所 包 合 的 于 区 疗 
Ct 为 定 尺 域 多 工 的 一 部 分 , 轩 做 了 荆 的 枝 (aro). 

2) 可 度 长 曲线 ”以 下 专 就 Gauss 平面 于 的 曲 芒 考察。 命定 
蚁 城 为 @ 和 二 和 员 ( 一 cco<g< pc< 十 co)y 虹 蕉 二 由 音 值 连 精 画 数 
2 一 2 及 营 出 。 信 在 区 间 4 所 tf 上 取 n 一 1 个 分 点 石生 机 -1 
作 人 分割 4 如 一 5 之 丰 之 要 之 之 机 之 机 一 了 者 罕有 曲 区 上 的 sz 全 ) 点 
(1 2.…, mn 一 卫 ,把 相 邻 的 点 顺 次 用 直 米 过 灶 ,由 此 得 出 的 折 炉 
的 长 为 


Zz —%{t 1) |. 《7 .2) 


这 一 租 数值 如 果 与 分 点 的 个 数 及 取 法 无 关 , 且 都 为 有 和 宽 时 ,这 些 值 
的 上 确 界 其 是 有 和 穷 的 。 这 上 确 界 叫做 荆 的 长 , 荆 呈 做 可 度 长 曲 
粳 (rectifiable curve)。 在 土 述 分 荐 中 , # 一 -10 一 J 了 2,1…，n) 
中 的 最 天 值 时 做 分 害 的 获 数 (norm)， 

定理 1 取 范 数 趋 于 0 的 分 割 齐 4. 必 一 1 2,…)， 其 分 点 为 
萌 一 友 所 机 所 的 民有 贡 一 期 下 度 长 阳 研 天 了 长 为 


Km Hm {S12 2) |. (7.8) 
因此 ,例如 把 区 加 gt<4 分 咸 ? 等 分 : 站 一 g 二 7 全 一 四 户 的 


?0 入 9 可 Oauchy 积 苍 宝 草 
分 宕 刑 妈 可。 


”证明 命 s 为 任意 指定 的 正 数 ， 则 有 某 一 分 着 4 : (4 一 t< 太 
使 


[本 邑 


另 一 方面 ,由 于 z() 为 上 的 一 狼 迷 炉 夯 数 , 故 有 9(o>0) 存在 ， 使 
站 | 一 太志 wn 了 时 有 


S126) —z (i) |>1(7) -号 


| 的 一 2 人 | < ef Cn), 
由 于 4, 的 范 数 疏 数 于 零 , 邓 于 ?0 有 正 整 数 六 存在 ,使 妆 > 站 
时 4, 的 范 数 小 于 9。 因此 驹 于 一 工 , 2， …， 关 一 根据 地 (jp-1 
二 区 定 7 了 人 命 200) 一 0, 7 一 3 二 ， 基 


UAT) > 0 —2 (2) [> 2) 一 :io 
> 2 -2 |—23 ate) —2kt) | 
>1(T)—5 -2ne/ (dn) -TCF —e. 


8) 复数 积分 假定 Gauss 焉 面 上 连 9, 忆 滑 点 的 可 座 长 曲 刹 
为 也, 在 荆 上 和 芥 定 单 值 问 各 复 变 丽 数 名 一 f 2)。 了 的 基 数 表示 为 
2 一 2 (一 oot 十 oc0)， 在 区 有 间 %, 2 上 启 太 分 点 机 ,ts， 
… 加 -1 而 作出 区 间 分 戎 |; 

I ed Nd dd i 
取 合 于 小 区 有 则 1 所 训 所 的 储 一 碟 卉 ) 全 一 270) ， 入 一 2 不 ) , 作 
于 列 形 状 的 和 : 
Ss= FE) Go 一 ar、 《人 
分 命 4 为 一 分 割 列 ， 当 v>co 时 它 的 范 数 黎 煞 于 堆 。 这 样 对 于 1 
的 画 数 刀 雷 一 了 人 人 1， 由 于 宪 是 一 致 束 蔬 ， 帮 当 了 的 分 点 汐 
前 二 1 一? 时 ， 能 便 了 (和) 在 小 区 间 


| 


Lj | 


a 


和 7 复 凌 积 芬 714 
让 的 并 荔 小 村 ET 这样 的 分 关 机, 4 中 如 一 个 时 
分 点 必 荐 另 一 个 的 分 点 时 ， 基 | 一 Sz | 三 s。 合 提 任 意 两 个 分 害 
gd 的 欠 点 而 得 到 的 大 分 制 用 4 站 4 一 浅 表示 时 ,车 少 
1 一 六 S| | SA < 28, 
轩 此 Him D4 一 定 存 企 。 用 全 号 


| (dz 或 {也 ) | fa 


表示 这 一 极限 ,ME 作 了 人 沿 曲 钱 工 由 0 到 训 的 积分 (或 定 积 分 )。 
荆 由 做 这 个 积分 的 积 蛋 路 六 。 

显然 ,积分 具有 下 列 性 质 : 

(1 ) 积分 对 于 候 积 贡 数 了 了 (2) 是 药性 的 。 郎 ea oa 为 任意 两 
个 复 常 表 , 所 (2) ， fatz) 都 是 在 二 的 连篇 柄 数 时 , 则 下 式 艳 普 : 


| {er 六 (二 TCaf sal)} ds -oj| 衣 《zj dz 十 oo| 访 (2) dz, (7.b) 


(2 ) 积分 对 于 积分 路 米 来 说 是 加 法 的 。 郎 假定 4， 8,5 为 满 
中 一 ce 和 gc“0ce< oo 的 三 个 涉 数 ,二 曲 科 1 aa 各 为 用 参 变 
煞 t 水 示 的 可 诬 长 曲 如 :z= 5 所 tb jg 一 za ,DEE6, 且 
t=21 (0) ， B=z1t0) 一 22 (0) 了 一 加 (9)， 以 并 1 十 3 一 ss 汶 定 涡 
于 4<ts 在 相 应 部 分 与 41, as 一 禾 的 砧 线 ， 风 关 的 长 满足 
TEN 一 Ta， 关 厂 直 在 二 s 单 值 连 和 米 , 则 


| fa) Fat fd. C7.6) 


(3°) 向 悉 工 的 穴 数 表示 是 & 所 $58，2 一 $( 们 的 上 时候 ， 由 
zs 一 (十 4 一 全 表示 的 曲线 写作 一 ，s(5) 是 一 本 的 姑 点 ，2 (9) 
是 笠 点 。 称 一 上 为 匀 之 相反 五 两 移动 的 曲 秀 。 六 潜在 一 了 单 
但 可 种 ,显然 


| f=-—| fa (7.7) 


?3 第 3 童 人 ncay 积 俘 定 再 
(4") 在 8 二 tf 所 0 定 交 的 则 区 看 作 是 点 集 时 是 一 个 有 界 闭 第。 
因此 在 该 曲 色 上 的 单 值 连 炽 丙 数 有 界 , 即 使 jf 2) | 所 隆 必 EET) 成 
站 的 人行 穹 正 数 斑 存在 。 由 于 
I 


下 fnidsl MD, (7 .8) 
其 次 ,就 光 户 曲 色 洛 察 。 将 Gauss 平面 上 答 定 的 曲线 左 的 参 
数 表 未 为 
2 =o{i) + iy (td) ， 
其 中 z(t 分 天 为 z( 旭 的 实 部 与 感 部 ， 如 困 对 于 的 导数 
we (YY () 王 各 点 都 存在 、 右 炉 且 .不 同时 等 于 过 ， 肿 这 曲 条 是 收 
光滑 曲 乒 。 由 看 穷 个 光滑 曲线 所 作 2°) 中 所 训 的 和 ， 由 做 逐 自 光 
滑 弗 纺 . 
引 理 ”定义 在 光滑 曲 禾 上 的 两 个 画 数 x 人 ，y 的 是 一 致 可 孚 
的 。 刀 对 于 任意 给 定 的 正 数 s>>0, 有 正 数 820 存在 ; 当 0< | 者] 
<0 针 有 


人 一 的 |<e (7.9) 


这 是 由 中 值 定 理 


Az A 的 =m! 


(0 Di, Gs<1), 

2 (一 和) 十 证 0), 
但 名 全， 人 一 至 连 姥 ， 故 当 0 三 |4 引 之 8 时 ， 有 | ds" 从 1， 
14y' 的 1<s/2, 部 


机 四 ow + Ty Td ye. 


们 应 用 引 理 久 起 明 关 于 是 痪 的 定理 。 


$7 各 训 积 民 ?9 


(6°) 苗 换 法 浴 了 是 光滑 昌 多 ， 大 数 表示 是 x 一 2 让， a 二 1 
=, 有 则 


| Fe) fl) (a, (7.10) 
其 中 了 了 (2) 为 站 上 的 章 值 过 征 回 数 。 
证明 了 iw) 在 工 连 种 ， 训 有 界 ; |f 了 的 | 所 性, 慎 淤 有 弦 值 。 
其 次 ， 由 于 六 是 泛 禄 曲 禄 ; 寿 击 上 述 引 理 ， 对 也 任意 葵 定 的 s 半 0 
有 60 ,只 友之 | 小 |< 二 8 天 


才学 ) 
A 2 (1) 


的 分 淹 4 的 分 点 为 起 一 @ 过 有 有 近世 之 芝 机 1 之 而 二 5， 
A 2,.…*, nn), A 


8, [7 .11) 


Ls = fF) (一 各 1) = 和 (一 
J 六 f (%;) (E11) (fi 一 雄一) 。 

这 假 十 4 的 范 数 小 于 5， 则 
EFA 和 人 一 和 


< (BE) -z(t 


(bi) 
一 到 > (bit) Me (bo. 
另 一 方面 ,由 积分 定义 ,对 于 范 数 收 钊 于 零 的 分 车 列 ,因为 
lim Ts =| fd Hm) F200) 人 di 
打包 
ee- free)z Wa | < Meld—e). 
出 于 8 是 任意 数 , 故 两 者 必须 一 致 。 


7 钙 39 庆 Qiucehy 程 寻 宝 现 
在 实际 求 积分 前 值 时 ,应 用 巡 . 的 ) 银 万 谭 。 


[ 例 】 (3) -= 和 (一 0 士 丰 填 2)…)， 积分 路 乒 取 为 单位 加 全 二 ea 
(< 二 二 ， 积 分 路 益 是 六 圆周 的 正方 同和 焉 -一 癌 再 回 到 原 泣 的 妇 区 :2 二 
一 Bg Tn Sr 3 二 一 2 SN- 00335 引 了 下 光 请 曲 赵 ， 
出 公有 


| mdz=| taem ttt) dt = 2 | feog (Cm 二 Qt isin (oa 二 全 3 全 内 
1 D 中 


加 .sintm-2-1) Dr ns -0 
若 m# -1 时 有 一 | 下 让 下 二 
1 
藻 吉 二 = 一 了 时 和 有 =2x | dt — ai. 
a 


[注意 】 积分 | 了 (4) 红 的 定义 利用 了 了 (2) 在 了 这 弹 , 对 于 范 数 履 艇 子 
办 的 任 窟 分 制 列 4 作 的 和 
Bs, = FD as) 
当 or oo 时 有 朗 限 。 昂 一 方面 ,由 定理 1 对 于 相同 的 分 割 列 4 
Tas 一 > | 24 — #1 | 


当 z>ee 时 也有 极限 , 世 个 被 限 我 们 已 杷 知道 等 于 10) 。 利用 这 一 和 精 果 ， 对 
于 性 意 囊 档 融 数 了 (和) ， 可 以 证 朋 当 wo 装 ， 


Da = BFE Ha 
有 有 极限 。 近 一 极 忠 退 沪 用 生母 
[fc la 
未 东 。 控 这 一 读 丢 ; 涯 理 1 可 以 号 成 
:OD = | a. (7 .19) 
等 踢 将 工 是 光滑 曲 绥 ,把 定理 人 "的 证明 重复 通风 得 
HKD = 人 az 人 ela VO PT EPR. (7.19) 
(6”) 一 致 政 项 画 数 列 的 积分 在 Gauss 平面 可 度 长 的 从 音 
曲 闪 六 上 定 必 的 音 值 速 稿 画 煞 列 六 全 在 了 一 禾 收 藏 ; 训 它 的 极 
限 画 数 是 了 了 (2) ; 则 苍 任 音 正 数 8， 有 充分 大 的 正 整数 真一 站 人 8 存 


3 商 数 说 的 基本 定理 75 
在 ,站 和 一 届 时 有 
fal2) fe) | < et, 
其 中 二 为 二 的 生长。 与 前 述 一 祥 , 7 是 在 三 回转 ， 
| f(a 
有 辣 义 , 兰 由 (1 及 人 8， 只 要 站 > 到， 则 
ACL OL 
< {g/L)* Ls, 


下 式 戌 江 : 
lim| FY A = | Fs de. 


这 个 铬 胖 改 成 族 数 的 情形 自然 了 出 适用 。 郎 假定 笑 数 
Fi(2) 十 了 at + :=F (2) 
的 省 大 和 在 可 度 长 和 包 单 由 如 六 上 单 值 巡 秆 ,下 一 和 致 收 鱼 , 基 了 了 (#) 也 
述 续 ;县 下 式 胸 并: 


| f 0a) fi dt | fol et. 


$8 画 数 论 的 基本 定理 


1 定 积 分 的 对 下 为 了 把 Qauchy 积分 定理 在 广泛 的 形式 
下 加 以 证 明 , 我 从 首先 般 泛 关于 定 积分 逼近 的 定理 作为 蕉 备 。 

引 理 下 六 为 Gaugs 和 下面 可 度 长 箱 单 除 昌 各; 宅 的 长 是 开 ; 六 
包 图 的 成 用 刀 表示 。 任 征 正 数 3， 有 包 合 在 了 内 而 周 长 小 村 6 工 
的 灾 和 角形 下 及 上 自然 地 名 =n(90) 存在 ; 把 二 及 各 分 为 个 强 141， 
有 具 下 列 性 质 : 

(Um 1 2，…, %) 的 任 深 两 起 4，5 阁 的 距 售 小 于 


站 后 时 Oauchy 并 当 党 理 


(2) 弧 的 蓉 总 分 别 是 DP; 及 Qi 网 久 段 PiQ; 除 点 记 
外 ;其 他 点 全 在 了 内 。 

征明 ” 设 草 履 荆 腾 示 为 单位 图 周一 0 过 9 之 十 500) 的 一 洁 
一 发 石 连 籍 罗 委 ,0 境 大 时 上 的 点 移 到 使 了 D 在 的 左 树 。 定 再 
中 有 的 日 然 数 刀 清 足 0 一 125m 这 3) 就 侃 了 。 其 灰 ， 取 呈 海上 
的 尾音 品 ， 把 二 按 强 共和 等 分 ， 攻 的 分 点 由 和 名 昌 发 按 境 著 方 同 
为 站 Pa 1 pn 一 bo 了 和- 科 二 恰好 是 Lin, 这 里 各 上 以 
本 二 一 工 2 1 刘 为 忠心 、 充 分 小 的 年 径 了 而 贰 CD 。 合 CH 
彼此 趟 可 变 ; 且 对 于 CCB 人间 信 的 #8 比 OEiD 作 辣 对 应 的 8 者 大 。 
这 是 由 于 工 及 吕 的 对 应 为 两 册 巡 稿 。 到 Ce) 内 了 的 任意 点 及 与 
SB 作 详 入 。 在 和 这 一 科 段 上 ， 出 BR 出 发 同 Bi 前 进 时 最 初 与 了 2 的 变 
点 为 上;，P; 按 增 大 的 顺序 在 了 上 排列 着， 车 与 Pi 对 应 的 8 为 
Bi 2 

把 缴 了 -FE 咱 作 二 则 出 以 上 的 作 图 是 然 知 道 ， 对 于 所 有 的 
6 了 1 的 长 不 能 超过 35/m。 大 且 因 访 Pi 的 长 小 于 7 赦 也 小 于 
Limw， 以 上 的 图 形 天 示 如 图 8.14 的 (1)， 


其 次 ， 固定 卫 内 的 一 点 PP, 由 叫 发 作 彼 此 趟 相交 的 则 名 
Yi 二 从 ， 1, 之 四 名 一 二 这 和 辕 到 如 1 二 8.1(2). 和 儿 眉 PR, 与 了 
的 蚂 PaP; 了 强 点 外 和 被 此 不 棚 挛 ,把 P， i Ri Pi, BP,, RR , 


本 数 简 的 基 杞 定理 和 
YnP 包 栈 的 域 呈 做 4， 则 di， dd 加 读 机 了 ,和 宅 个 只 过 和 异 
一 起 复 益 了， 这 些 事 实 都 如 图 8.1(2) 所 表示 。 

再 炒作 多 角形 z 的 图 。 为 此 ， 先 命 卫 与 LUy: 的 距 宛 为 p。 
合 强 的 长 为 荆 , 选 满足 mp 守 2 的 自然 数 %, 拒绝 了 ;分 成 2m 
等 分 ;这 些 分 点 按 让 正 向 的 上 曙 序 为 6 一 Py i, 2 Py ,Psn, 二 了 1 
其 次 ,在 人 这些 分 点 中 用 其 亲 数 足 泗 的 点 p51 二 2, 一， 9 河中 
旋 ， 作 边 长 为 工 (Zr/mi) 的 正方 形 ,有 它们 的 边 者 下行 于 实 轴 或 点 
轴 ! 正 坟 形 的 周 长 海 B8 im)。 因 为 相 邻 正在 形 的 中 心 环 离 个 起 过 
7 族 想 名 的 正方 形 有 重合 的 部 分 ,家 们 的 健 体 包 售 本 ;在 站内 
部 , 下 国 形 周 界 人 金 体 或 最 让 屋 周 异 的 一 部 构成 包 合 在 其 内 部 
的 多 角 户 i) 它 的 周 江 不 超过 


nm 一 了 LIL:。 盟 外 ， 正 三 形 内 x Re 
部 的 点 与 中 心 的 距离 不 超过 关 Ri 
V3 (5/8) (Tum) <p i yi 


故 Ra，BR 在 这 个 多 角形 的 外 hh 让 4 
远 。 这 个 多 角形 周 界 (的 点 之 中 风 
可 用 在 多 角形 代 边 且 在 4; 内 郭 

的 折 黎 与 了 连结) 的 一 部 分 O; 自 于 

米 鼎 Pi Bs_1 的 一 右 (hl 开始 模 睾 域 a 到 这 PB 的 一 后 si 而 
J 上 上。 对 于 爹 体 的 全 二 1， 人 1 及 Bi 二 点 中 ,与 巴 甘 近 
的 点 叫做 Qi 旭 入 让 RQ;_1911， 路 秋 口 ， 黎民 QQ 的 全 就 是 该 
求 的 折 秋 Tmt 其 中 包括 QQe is 及 7 Qi 都 (或 其 中 之 一 ) 短 为 一 
点 的 情形 )。 和 :地 一 工 ; 2 呈 2) 的 全 部 测 了 的 方向 图 入 了 旋转 
一 周 是 明显 的 ,用 公 肖 示 ii 的 全 人体; TT 在 妖 的 内 部 ,注意 他 i191 
及 人 的 部 分 不 超过 各 个 严 的 全 长 不 类 于 


TEL) tnCLin) 一 > t+ L606L. 


fa 鱼 3 栓 Gauchy 积 俘 定理 
因为 荆 的 长 满足 8L/m<6/4， 故 两 点 a,8 在 工时 , 则 4,8 问 
的 距离 pe 5) 小 于 6。 令 任 到 Uz 上 两 点 &%; 8; 鞍 5 了? 在 员 
卡 ， 命 &， 了 所 在 的 正邦 形 的 中 心 种 为 w ， 加 ， 才 在 和 眉 Qi i 
上 ; 命 了 ii 海 a ,50'， 车 在 线 眉 QQ 上 ， 亿 上 汶 & 人 2 上 既 基 
gb ED 战 4， 8 的 距离 plc 9) ;5,5 的 距离 p (8，5) 由 于 
V2 (5/8) (Tym) << 互 <5/4，IL/n<8/19, 都 不 能 超过 6/4, 所 以 
人 不管 大 一 种 情形 , 邵 有 有 

pla, 0) pg, oTFptr,y 6) Fp, 0 B64 oH. 

应 用 中 理工 本 以 证 明 干 疯 定 各 从 通 近 的 定理 。 

定理 工 了 为 Gauss 平 详 上 可 度 长 简单 Jordan 于 本 和 维 ， 号 
为 出 :二 包 团 的 束 。 信 优 定 单 值 复 变 画 数 = 二 (9 在 如 内 正则 ,在 
膨 城 DU 了 这 转 。 于 生 , 任 答 正 数 8, 在 总 的 内 部 作 才 角形 m， 能 
够 满足 


7 一 | fe 8 (8.1) 


钱 明 ”由 于 假 衣 了 了 (%) 在 有 民团 域 BUI 连续 , 故 在 该 处 一 
小 志 鞠 。 因 此 性 答 正 烙 8, 有 正 数 6 存在 ,使 得 DU 了 的 人 尾音 两 点 
|z 一 | <6 时 ,上 以 下 不 等 式 成 立 : 

全 一 了 | < a/ (00), (8.2) 

其 中 鞋 为 蝗 多 了 的 全 长 。 

其 次 出 引 理 ,在 内 作 过 角形 x) 使 它 的 周 因 全 长 不 超过 864， 
插 且 把 六 及 下 分 成 nn 个 和 同 个 数 的 骂 : 了 yy 23 Xn 硫 汪 1， 
way'…， Way 使 其 共有 3 引 | 于 中 所 有 束 的 锋 质 。 因 此 对 于 i 二 1, 2,…,，n 
的 种 名 可 以 考 上 看 路 厂 

m= Ph Tm Pi, 

洛 这 个 路 秦 变 动 时 须 厚 基 司 已 处 于 在 的 下 地 ， 司 二 及 -1Pia 
恢 申 字 世 竟 舌 序 ， mr 为 由 B&W 出 发 右 已 -进行 。 这 样 的 路 欧 是 可 


和 8 六 站 话 的 基本 定理 jE 
斌 长 前 开 昨 奉 , 故 四 积分 的 定 记 ,有 


| rp daz2= (Pr) | &=0. 
因此 


| Ge 一 | {Ff -FP (8.3) 


关于 4% 琴 癸 取 和 各 , 黎 眉 了 又; 部 分 旧 现 两 次 ;但 每 次 方 旧 相反 , 玻 由 
定 积 分 的 性 质 (3 ) 知 道 这 两 部 分 拭 消 。 妈 有 


人 


2 | 了 的 ee 一 | 7 ze 一 | 了 (的 人 2 


+=+ 


(其 中 最 后 项 中 %w 的 方向 与 关于 了 的 方向 相同 )。 因 此 有 
fa) 7 Ol< | FE) ar], C8. 


这 样 只 要 Ex 由 引 [ 理 中 的 性 质 (1) 有 |z 一 P| 之 3S, 玻 当 zEm 时 
(2 一 了 PD 之 5/ (95)， 故 (6. 册 的 右 端 小 于 

[e/ GDI S| ld 
得 和 的 长 的 和 为 工 芍 金 长 ,Tt 的 全 长 条 眉 PB 的 二 刁 的 和 的 总 
和 ,; 故 小 于 87 

有 了 以 上 的 准备 后 进而 辑 到 Cauchy 定理 。 

2) Qauohy 定理 干 术 定理 2 及 定理 3 是 Uauchy 于 1825 
年 的 论 芝 “Diémoire sur leg intégrales définies Priegea entre des 
limites imaginaireg 中 首先 葵 出 的 。 世 在 复 变 画 数 谁 的 车 雹 中 起 
着 基本 的 作用 ,因此 现在 时 做 全 数论 的 基本 定理 。 

定理 2 上 DD 为 Gauss 平面 的 有 界 城 ， 它 的 边 异 为 可 度 长 简单 
于 临 秋 地 。 :了 为 定 光 在 六 及 包含 边界 的 有 闭 域 DU 了 上 的 单 值 
复 亚 夯 数 ,在 凯 UT 连 奸 ,在 了 D 内 各 外 正则 。 寺 十 


| .7 a=0. (8.5) 


六 站 胡 3 可 (auchy 积 芝 定理 
三 明 由 定 下 1， 对 于 尾音 稿 定 的 实 娄 se>0, 作 站 内 的 锣 角 
疹 亚 ， 司 


8, 


] | (2) dg— | f(g) de 
因此 对 于 这 样 的 如 过 能 证 明 


| rae=0， (8.6) 
则 定理 的 证 明 就 驶 了 。 
因为 ww 是 多 角形 ， 由 其 内 部 任 取 一 点 卫 ， 由 PP 点 到 nw 的 各 项 
点 的 距离 玛 少 有 一 个 是 最 大 。 命 其 中 的 一 个 为 A, 与 A 相 邻 的 顶 
点 为 B, 0, 阁 三 角形 ABO 的 边 BO (端点 除外 ) 
爹 部 包含 在 5 内 , 划 w 分 成 俯 ABO 及 其 余 的 部 
分 ， 玛 余部 分 硕 点 的 个 数 比 ww 顶点 的 个 数 少 一 
个 。 设 入 ABQ 内 ,或 其 边界 上 际 态 ; ,UU 外 谷 
有 严 的 顶点 , 假定 其 中 与 和 A 距离 最 近 的 顶点 为 
,加 卫 , 妈 后 ，r 就 彼 分 成 如 图 8.8 的 二 个 多 名 8.3 
角形 ， 而 庙 个 多 角形 村 点 的 个 数 都 至 少 比 5 少 一 个 。 因 此 由 数学 
归 和 灿 波 知道 , 能 髋 分 成 有 窃 个 三 角形 。 
由 分 荐 而 新 添 入 的 粮 眉 上 的 积分 方向 相反 地 走 了 一 个 来 何 ， 
和 因此 这 一 部 分 的 积分 和 为 零 , 故 不 失 普 到 性 ， 
\ 最 初 息 妆 可 认为 为 三 角形 ,而 f(z) 在 其 内 
yA 部 及 边界 上 为 正则 。 
5 仿 命 关 为 上 面 所 裔 那 祥 的 三 和 角形， 取 三 
图 3-4 角形 各 边 的 中 点 ;把 它 分 成 四 个 人 同 三 角形 ， 
称 之 为 对 天 施行 分 制 。 这 四 个 主角 形 的 每 -一 三 角形 的 周 办 是 天 局 
界 的 地， 在 这 样 的 周 界 上 定 五 向 如 图 8 4, 得 出 四 个 路 六 1， 
ry; 人 3 T4。 李 然 


8 点 


ea 页 类 读 的 基 求 冠 理 和 1 


| Ff (4) dz= [ Ff (2 az 十 | (区 号 于 | F(a) ds 二 | Ff (2) ds. 


因此 合 了 一 | 了 (2) ex， 则 mzs may ms mas 中 至 少 有 一 个 ( 命 其 周 界 
汉中 它 世 代 我 周 殿 太 革 内部) 满足 

7 > 

对 于 1 再 施行 分 制 , 则 得 出 包含 在 4 内 的 四 个 全 同 三 角形 ， 

写 人 由 每 一 个 的 周 奔 为 严 周 界 的 二 4 在 这 四 个 三 角形 中 下 伙 有 一 
个 三 角形 (个 其 周 园 沪 4 满足 

| Fo) dal > |I| /4. 
这 样 继 厂 作 下 去 ; 恢 涡 得 和 到 匠 下 的 并 三 角形 烈 

本 一 一 一 一 
用 T5d4 表示 4 周 界 的 长 , 则 下 式 成 立 : 


| Gaz|> /2,741) /2. 8 


池上 了 | 4 


因为 4, 售 于 的 内 部 及 其 边 异 所 成 天 三 角形 元 内 , 故 门 4 为 一 
点 QB 所 构成 , 且 QQ 为 ww 的 点 。 因 了 (2) 在 @ 点 正则 ,下 在 Q 可 导 。 
性 可 粮 定 正 数 *, 有 正 数 5 存在 ; 当 |z 一 @|< 二 6 时 有 
， 
Fe) = TD 起 一 名 Te (rs) (2— 0), \8.8) 
(gs) <eiLs, 

国 为 当 y 王 o0 时 4 的 周 长 收 舍 子 雯 ， 疏 和 有 下 整数 加 存在 ， 妆 
2 >vo 时 4 包含 在 图 | :一 章 | 二 5 的 内 部 。 更 因 QE 4 故 当 Ed 
时 有 12 一 QI 生 民 4 

其 次 , 把 (8.8) 代入 (8.7) 还 需要 Cauchy 定理 的 现 个 特殊 


3 语 号 查 tanaenhy 各 从 定 带 

售 形 
| dz—0, | zdz=0. (8.9) 
dy Fr' 


因此 我 们 应 当 首 先 证 凶 8. 四。 6.9 的 第 一 式 直 接应 用 定 税 分 定 
义 即 可 求 幅 ;至 于 8. 名 的 第 二 式 , 出 于 连 两 点 4, 8 的 米色 可 以 水 
示 为 2 一 a 于 (8 一 ot (0 二 t 所 1), 改 由 37 的 (5*), 有 


| zdz =| {a (Bot (Bad (8 一 四 和 e+ 这 (8B 一) 
cr 心 2 
_ 1 3 一 3 
一 襄 ( )， 
把 这 一 精 果 应 用 到 以 a, 8,Y 为 顶点 的 三 角形 4 的 三 边 , 则 
| ,za = {Bo 十 人 一 有 十 人 一 ?一 必 


这 风 完 全 站 明了 局 .9). 
由 ‘3. 得 中 


|,f(@ =0, | Fe (2 一 名 d=0. 
把 8. 引信 大 (3. 站 ,有 
| Fed ec (th) dz 


<| :0@ |-Qlla 


过 
< (ef/ID)UAD) TL (4) = ei 


此 由 (8.7) 
Te/ 部 |I|<s, 
s 为 任意 正 数 , 故 了 0。 部 证 明了 {8.6)， 定 理 2 证 毕 。 
把 Qauchy 积分 定理 推广 到 复 过 通 域 时 ,虽然 汕 有 什么 困难 ， 
但 这 时 怖 要 关于 积分 路 焰 方 向 的 定义。 这 时 可 以 用 在 引 理 1 所 用 
的 方法 。 避 厂 是 含 于 域 DD 边界 的 一 个 笠 单 曲 灯 , 在 荆 .上 自 忆 可 
达 鬼 点 登 少 有 三 个 以 上 。 


二 才 省 的 其 水 定理 8 

全 这 样 的 谍 汶 5，8,6, 于 司 内 全 了 芭 - 一 点 PP, 用 全 在 睛 内 量 答 
中 不 相 丰 办 且 入 Yi Ys Ys 联 了 及 4 上 0， 这 时 在 PP 的 附近 , 假 
定 yy yay Ys 邦 是 折 入 ， 这 些 折 条 让 后 的 种 眉 答 时 税 PP 点 旋转 的 
顺序 。 这 个 旋 炉 噶 友 的 正 叶 确定 了 上 点 的 移动 对 上 轿 的 正 肌 。 图 
8.5 是 宙 三 很 简章 两 侧 檀 所 界 的 三 连通 三 
大; 图 中 所 答 的 晶 区 方向 是 正光 问 。 

由 以 上 的 定 半 ， 可 以 把 Uaucky 积分 
定理 推广 玫 复 如 遂 域 的 情形 。 

定理 3 命 卫 汶 Gauss 平面 上 7 个 彼 
此 不 相交 的 可 度 长 山 单 消 山 窗 二 1) 4 和 …， 于 .3 


六 所 色 圈 的 间 速 通 域 , 本 一 Lj。 假定 单 值 复 变 面 数 了 (2) 在 了 
域 DU 六 连 太 ,在 刀 的 内 部 各 点 正则 ,区 


S|. fo-0 {8.10) 


契 并 。 其 中 了 0 和 三 上 的 积分 是 接点 % 和 在 如 上 动 的 大 问 关 于 域 
也 为 正方 向 进行 的 。7 的 种 部 分 这 样 规定 方向 时 ，(8.10) 可 以 条 
单 球 瑟 艳 


| raz=0. 


钙 明 荆 上任 容 一 点 的 侣 域 办 ,有 借 降 喘 点 外 全 部 包含 在 喇 
内 的 区 眉 可 达 的 边界 点 (参看 引 理 1 的 评 明 )。 因此 在 Ti 23. 上 
性 取材 点 EE2 BE ay 在 省 豆 点 的 邻 域 诊 分 别 有 点 三; 红 1 存 
证 ， 司 得 TE Hi 3a, 亲朋 可 用 队 注 点 外 全 部 在 站 内 的 可 这 
长 由 粮 ( 折 着) 连 精 起 来 。 命 这 一 酚 镶 为 ya 下 全 出 发 党: 关于 
五 的 正 向 圭一 周 回 到 aa, 其 次 焰 7Y1 到 达 本 ,再 由 如 于 发 沿 a 闫 
于 五 的 正 局 转 一 周 后 回 到 妇 ， 再 涪 9 上 与 前 相反 的 广 铅 天 ， 克 
这 术 的 曲 米 叫 作 工 1, 则 由 于 


84 第 3 章 Canchy 积 弄 定理 
[f+ ye=| f Was, 


只 须 诈 明 | 7 0 十 习 | .faz=0, 定 
理 即 为 全 部 就 明了 。 外 也 去 手 Yi 后 所 化 
的 者 分 对 作 D1, 则 ;为 (n 一 了) 巡 通 域 ,而 
T 是 对 于 DD 具 正 向 的 边界 入 之 一 。 训 隔 
题 归 精 为 nh 一 了) 连通 域 的 情形 。 另 一 方 间 3. 
面 , n 一 的 情形 就 是 定理 2, 故 定理 3 就 毕 。 

应 用 定理 8 在 稚 积 责 数 了 (2) 正则 的 域 刀 内 可 以 考虑 改变 积 
分 路 入 

【 例 1】 卫 是 Gauas 不 面 上 的 单 束 通 域 ， 假定 (3) 在 卫 . 上 符 点 是 单 介 


正则 药 其 变 讽 数 , 5 及 = 为 呈 内 的 任意 两 点 ， 则 对 于 过 条 & 及 的 在 剖 两 荣 
可 寿 长 秘 单 曲 条 和 ,73 有 


| fads=| fede, (8.11) 


这 是 由 于 这 两 个 积分 ,用 与 证 明定 理 1 同样 的 方法 ;把 为 ; 7; 措 成 折 娘 Tt， ma 
后 ， 可 以 任意 地 迫近 原 凉 的 积分 。 折 久 的 情形 信 恨 1 Ys 所 作 的 多 过 形 的 个 
数 为 有 限 个 , 变更 积分 路 禄 使 多 边 形 的 个 数 伍 诡 沽 少 ,容易 帮 出 届 .1DD 成 并 。 

因此 和 经 .二 所 葵 的 积分 只 与 及 :有关 ， 面 与 在 呈 下 如 灶 9 及 z 拓 棋 
芬 路 窗 无 关 ， 因 此 可 以 - 导 成 下 列 形 状 ; 


| Fa, 
陡 向 了 (2) 在 的 不 定 积分 。 用 下 (3) 表示 这 一 积分 , 客 易 证 明 
dF EaY 
A ja 一 (2)， 
【 例 2】 图 歼 ot" 在 Gauss 平面 任何 点 都 是 
A 1 一 单 值 正剧 的 , 故 沿 图 8.7 所 示 的 圆心 角 为 李 的 局 
图 8-7 形 周 界 ORA 的 积分 为 零 , 印 


(Tareers 
JIE 卫生 上 中 
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在 第 - -个 和 从 中, 命 玫 -> +ee 职 庚 最 ,得 
| era 一 当 | 寥 口 守 加 2 性 十 f | 8111 TT 


第 一 个 积分 中 ， 命 积 分 变数 为 # 一 Re， D0 则 


| | ein ls 
RA 


一 天 主 扫 1 本 总 省 


到 Fr Mh 
一 | ol” ei Ferdp ] <R| e a0 < R| oe-Rae 
站 心 必 


er-E 到 f 
BR| 人 | = 到 0， 
最 后 ，、 洗 于 第 三 积分 ， 它 的 积分 变 烙 为 一 [位 二 站 Arw 3 ] 计 0 二 三 下， (3 
一 芭 引 ， 南 

a 1+i T [= i 

x27, 一 上 2 IT 一 了 
| Aa | < jal.e tt | ed, 

各 部 太 并 各 应 分 惠 为 天 , 帮 

“ a TI rr- 

| .eesmaz=| sinarde— 7 |e oat. 


E37 /3 在 2z 竺 0 湾 单 慎 正 其 ,因此 在 图 
8.8 所 示 的 沿 在 第 一 集 限 的 路 艇 入 BCD 的 积分 为 5 


他， 
Qldor fe =0. 
往 第 一 个 积分 中 ; 命 |41=*+， |B| 一 吾 ， 则 让 


下 1 
| -arti | Sear, A 6 
rr 中 , 昌 
第 三 积分 为 国 3.8 
Rens 
一 | a 
| 了 ys 


让 网 痢 的 和 为 


昌 


lk ct 
. [gt 
i| En dw 
w 


r 


第 二 积分 中 , 命 z= Reis, 0<8 所 方刚 


| 
天 


1 i 3 3 可 
一 | BIRem sd <| | | 可 -| 如 一 下 en or <| eReo2)e 
寂 心 站 必 


工 
一 之 六 


2 = _ 2 
-| - 霹 到 | 一 元 0 (Ro 站 ) ， 


3 着 号 人 Dancehy 相生 完 理 


第 四 积分 中 , 傅 3 一 re 9 0<6<3 ) 注 滞 到 积分 路 臣 的 方 同 } 则 


点 3 ， 
[$= -P=-], eire® vidd, 
D 是 | 


下 Y 一 人 时 由 于 ef 关于 蜂 鸭 一流 收 若 计 二 改 


站 TE 
六 一 -让 j ,a9 一 一 i 各 


故 四 个 积分 的 和 当 +>0， -> 十 oo 时 收 租 于 极限 值 计 | 2 二 dz 一 到 上 
另 一 方面 ,前 面 已 才 知 送 它 们 的 和 全 为 圭 , 效 
| 一 ee 到 


站 这 


9 积分 素 示 


Tt Gauohy 积分 公式 ”Qauchy 积分 定理 的 重要 性 在 于 直属 
可 以 得 出 用 域 的 过 办 上 的 值 表 孙 正则 曾 数 的 积分 公式 ， 而 通过 后 
者 浅 能 能 展开 Uanchy 的 复 变 丙 数理 论 。 

定理 1 命 也 为 Gausg 在 面 上 有 和 界 的 和 % 巡 通 域 ， 边界 是 由 mn 
个 可 度 长 简单 半 匠 区 了 ，, 273 Zw 构成 的 。 了 二 在 也 及 其 过 
界 所 构成 的 于 域 童 值 连 车 ,在 总 的 内 部 各 点 正则 .假定 二 是 关于 
DD 次 正 问 的 曲 入 人 必 一 了 2 WW) 之 尾 ， 则 驹 于 满足 2 总 的 所 
有 2, 冀 有 


f(z) = 去 | Fe) gz. (9.1) 


rE—% 
三 有 照 ”因为 zz 是 也 内 部 的 点 ， 故 雇 z 为 中 心 、 到 分 小 的 ?为 
和 牛 径 作 图 及 人 (7) ,分 下 是 关于 寂 的 内 部 为 正 向 的 蝗 如 ,由 卫 去 
掉 这 一 小 图 及 其 内 部 所 余 的 域 光 DW) , 则 
了 (7 起 一 动 
作为 二 的 范 数 ， 在 了 好 内 及 其 进 界 所 构 胶 的 半 域 单 值 连 芒 ， 在 
六 kr 内 正则 , 故 由 8 定理 3 在 DOr 的 边界 上 的 积分 为 堵 , 即 
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jt a =0 
(第 二 积分 前 面 的 看 导 是 中 于 玉 人) 关于 DY) 是 员 向 的 )。 第 二 积 
分 的 积分 路 私囊 表示 为 【一 Y 二 16i 站 雪 间 过 2 ,这 时 异 上 一 2 二 0， 
呈 一 "gesd0, 任 答 正 数 s， 取 了 充分 小 , 则 了 人 可 以 写成 
fe Ete | —2) <a; 
i 
| Fe) 


tf 站 二 一 区 


dt—| TFG+s 人 -弘一 2r 太 从 十 计 s 人 一 609， 


站 
心 


更 区 s 低 一 仿 09| 二 | 1s 作 一 芒 11a8| 一 2re， 所 以 


| 2 (0) | <2, 


8 是 企 音 正 数 , 从 而 二 .了 一定 艳羡 。 


【 注 守 】 9.D 为 义 T 了 TF 了 (0 项 值 表示 万 内 产 5 值 的 公式 ， 通 向 肿 和 做 
Cauchy 积分 公式 。 在 这 一 会 式 中 ,很 定 7 在 图 域 DUT 的 外 过 ; 则 音 值 莱 繁 


fi 
二 一 虹 
在 :EDUT 时速 禹 ,日 在 tfED 时 下 期。 此 由 Canchy 积分 生理 下 式 成 江 ; 
| 了 人 dem0, sgEDUT., (9 .9) 
| 


其 或 ,为 了 考 窗 = 在 曲线 上 的 请 形 ; 共 曲线 及 了 tz) 吉 一 些 条 件 。 

作成 边界 的 曲 交 广 ; ;… Ts 中 有 一 个 在 最 外 过 ; 例如 全 记 玫 示人 这 一 
曲 鼻 , 旭 基 他 的 Toy Ta Ta 全 在 1 的 内 部 且 和 被 此 互 在 外 部 。 闪 问题 对 银 
的 # 在 这 些 曲 线 中 的 茶 一 个 上 ,例如 在 Pa 上 , 霸 埠 Fo 不 及 人 在 疡 F 记 在 斌 上 
及 共 内 部 域内 各 点 世 正 刚 。 同时 天 不公 是 简单 明 曲 春 ， 而 下 由 有 有 沱 个 下 请 
曲 焰 山 的 余 槐 契约， 

在 这 种 情况 下 ;为 了 考 容 在 3(3E To) 附近 的 捕 况 ， 只 伟 光 嵌 两 个 光 消 曲 
入 也 相 妆 于 #， 交角 为 总 的 情形 。( 下 是 这 样 极 请 , 序 : 在 一 根 光 请 曲 剖 上 时 ， 
林内 马 一 攻 ) 

在 这 一 情况 下 ;和 如同 诈 理 王 的 站 明 那样 ,以 = 为 中 心 、 赤 分 外 的 7 为 生 弘 


8 综 3 交 Qauchy 融和 区 定理 


性 加 下 草民 他) 在 Dj 的 内 部 ) 量 下 (7) 的 加 周 被 了 分 为 师 部 分 。 如 图 
9 .1 所 示 ， 在 Ts 内 部 的 叫 作 汪 FB 在 Ty 外 部 的 加 作 
BEA. 同样 了 被 点 起 ,B 分 成 略 计 的 部 分 即 图 形 上 的 
太 HB, 及 图 内 的 部 分 序 瑞 BsA。 这 里 先 就 两 个 前 消 的 
部 分 合成 的 站 了 HBF 训 以 考察 ， 其 中 -- 部 分 舍 于 六 
另 一 部 分 命 于 起 tr7}。 这 是 可 麻 长 的 简单 朋 则 总 ; 且 : 
在 这 一 曲 钱 的 和 外边 。 苹 由 但 . 引 有 有 


了 全 
图 9.1 | 六 一 亏 0, ‘99) 


这 一 积分 在 图 弧 上 的 部 分 ， 因 为 + 一 8 一 +a， 抽 字 了 寺 抽 ， 共 中 二 = 二 # 十 ra， 
Bz 十 re 更 因 了 (站 在 ! 一 : 附近 连 粮 ; 故 可 志 示 汶 

FH = 十 相仿 一 的 。 | 过 一 区 | 一 二 3 
点 而 有 


FY i 
| a j 7 十 EE 过 一 3) 了 tO 


0 i [Wi 89。 
站 一 3 内 最 启 的 积分 起 十 雪 ， 中 一 六 1 一 > 从， 页 出 {时 ,31 
im | =iQf (2), 


ra0 | AHB CO— 字 


邵 得 出 战 于 前 公式 


1 i ) nn- 9 


上 涉 有 问 的 积分 虽然 不 得 在 T，> 上 考 处 , 碍 在 7 的 弧 和 EEB 上 积分 之 后 ， 取 


7 一 0 时 的 极限 全 是 本 以 性 碟 的 。 这 个 极限 时 做 Pa 上 积分 的 wanehy 至 忆 。 
一 般 用 以 于 的 符号 表示 : 


Cm)|. 
(9 .4 用 这 一 符号 表 东 时 , 则 为 


_1 fF 
了 (全 一 19 CI) 站 ne Ar (9 .8) 


若 s 在 科 的 内 部 时 ， 台 可 认 作 是 2 若 在 外 部 出自 认 帮 是 需 。 在 这 向 
讲义 下 ; (9.5) 可 考 不 为 (9.2) 及 罗 . 了 的 一 般 形 式 。 
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2)】 关于 导数 的 积 妇 天 示 , Goursat 定理 ” 善 先 就 一 般 的 不 
一 -证 是 中 的 可 度 长 简单 曲 荆 妇 有 下 列 十 理 。 
起 理 ** 已 基 上 外面 上 可 度 长 简单 曲 蔗 , 复 变 图 数 了 必 ) 在 财 
介 上 上 章 值 可 和 鞠 。 这 时 命 2 为 不 在 避 上 的 性 一 所， 草 
_[ fe) 一 
TO) =), zEQ (9.6) 
是 :的 正则 图 数 【 次 轧 毅 ,三 任 瘟 点 Zo {Yo EO) 调和 邻 域 定义 的 下 上 肿 
画 数 ) ,对 于 “的 导 煞 为 


ff fF (ee) i 
be -| (CC 一 2 人 
一 般 的 高 次 导数 nn 二 2, 8 ， 丰 
Tm 【人 | (9.8) 


证 明 作为 恒 于 0 的 它 的 模 为 竺 辣 小 的 复数 , 因 Q 沪 朋 集 ， 

z 及 2 十 hh 都 不 在 口上 ,下 (8 十 ) 及 了 所 同时 看 在 , 瑟 

J GF) _ Ftc) fe) 1 

Try 

一 ft) 
|. (Cz) th) de. 

命 时 为 |f(6)' 关于 《EC 的 最 大 值 , 工 为 O 的 全 长 ,6 为 z 及 
zs 十 语 与 局 的 焉 认 ， 本 六 人 ， 玖 


| 人 od Fe) a | 
3 A 2 
_ TS /Ra 


Th0, 划 不 等 式 的 右 吉 站 于 震 , 族 
TO -lim LEH -70 -| fa. 


这 个 头条 式 在 * 的 健 域 的 所 有 点 都 威 立 ; 放 了 人) 在 z 点 正则 , 且 
萎 的 导 画 数 上 让 好 .六 和 花 出 。 


90 闲 邓 和 Qagehy 重 共 定理 
高 阶 的 稍 形 可 以 元 全 类 收 地 推出 ， 们 只 就 总 一 2 的 博 形状 诊 。 
由 人 9. 站 有 


Ca i FE) 1 
=|. hk 1 二 nh} 人 i 


27 —2z—h 
-|, Fe) TE i uc, 
落 型 , 工 , $ 和 前 面 所 焉 示 的 完 爹 一 样 , 姑 
Ih A 
| 中 |- 人 一 -at 


ge, ) 十 2 
< | | 


<MiM{ 训 + 


当 及 ->0 时 ， 示 等 式 右 嗣 收 仇 于 需 ， 故 对 于 wm 一 2 的 情形 证 明了 
(8 .8), 

其 次 应 用 定理 2 兹 明 以 下 定理 。 

定理 3 吃 为 Gausg 平 面 上 有 界 的 nn 连 漂 域 ， 它 的 边界 是 由 
nn 个 可 度 长 简单 阴 曲 钱 荆 ; 荆 ，…， 了, 移 威 , (7) 在 D 及 其 边界 
所 构成 的 开赴 上 单 值 速 类 , 在 五 内 各 点 正则 。 命 王 才 示 TG 一 4， 
2,…,n) 的 余 , 和 它们 的 注 疝 为 关于 域 卫 的 正 放 向 , 则 当 %=0, 1， 
2 ,于 ,下 式 碾 了; 


Fo 一 | fy) a (9 .9) 


rr (nt 

三 明 ”只 须 合 必定 理工 与 定理 忆 定 囊 昌 时 层 艾 比 外 舟 要 
大 , 例 则 显然 有 

系 ”在 域内 尾 一 单 值 正则 两 数 的 导 了 落 数 ， 和 在 野 域内 仍然 单 但 
正则 。 国 此 高 阶 导 斋 数 世 部 在 同一 域内 单 陡 正则 。 

系 的 前 所 7 了 (的 在 咸 五 单 值 正 则 的 条 件 中 , 术 人 对 要求 产 (2) 沁 
种 。 这 却 基 用 的 略 葵 。 因而 可 以 了 解 系 的 重要 。 这 个 系 趾 做 
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(oursat 定理 。 

3) Poisson 积分 家 示 以 下 考察 域 的 形状 特别 简单 的 情形 。 
取 皇 径 为 总 的 加 ,假定 复 变 可 数 了 2) 在 国内 及 边 漠 上 单 值 这 种， 
在 办 内 正 旭 。 不 失 普 通 性 可 以 假定 耐心 在 原点 , 命 二 未 这 一 加 
画 ; 朋 失 可 用 参数 表示 如 下 : 

一 再 69 (Op 人 E22r), dc—ilevadp., 
取 园 内 一 点 2 且 表 未 为 
aree (Oar<iR, 0 27), 
由 定理 了 和 检 


7 的 一 让 | | f (Ror) ps se dp. (9.10) 


分 昌 科 司 形 时 论 。z 直 间 时 ,假定 为 关于 图 不 的 区 窒 点 ! 才 看 
3 的 1)) ， 慎 | 


故 * 在 长 的 外部。 由 人 9. 有 


了 人) 
一 pr 二 一 -四 一 


由 名. 了 中 斌 去 (9.1D) 得 


Lio? ror 
一 ~ 一 站 ep 一 一 
f (2) Dm | 7 Ute?) (a —ree reYr— eg 


把 括 强 上 上} 内 加 已 计算 ,得 出 以 下 的 鞍 采 : 


1 当 于 i P32 
f (0) -| 了 ) -ahr omnes 0 Fp 


把 上 式 两 端 分 成 实 部 和 腊 部 , 命 了 二 扑 十 和 (7 2 一 Ye ， 
央 得 出 以 下 的 公式 : 


# 灾 
ff (he?) — op dp (9.1D 


(9.12) 


1 “一 六 
ur, 0 = |, “Bs 9) Trap 9. (9. 芭 ) 
(9 .1) 通 常 叫做 Poisson 积分 公式 。 至于 2 一 0 的 情形 ， 斯 不 逻 


并 铺 3 覃 Cauchy 积 并 定理 


(9.11) ,交接 由 谷 .10) 即 可 得 出 相应 的 (9.12) 及 {9,13)， 
(9.12) 表明 了 (2) 在 个 内 部 的 值 可 用 图 周 上 站 (%) 实 大 部 的 休 
吉 示 出 来 , (9.13) 则 表明 了 oa 实 部 在 六 内 的 值 可 用 闹 周 上 了 实 
襄 的 便 表 示 出 来 。 和 更 进一步 ， 帮 2) 征 轩 内 部 的 值 也 能 如 用 加 局 于 
了 %) 实 部 的 值 表 示 出 求 。 这 因为 旭 .1) 的 积分 核 可 以 号 成 
P33 R23 
R22Rreoogttd—p)+r (few— red) (fe ~— re™ i) 
-es 让 5 一 这 引 (让 
从 而 .13) 可 以 写成 


sr, 0) -| wh, 人 路 人 Ss 一 a 


-Rt 名 十 到. 
一 由 | Wtt, p) CE—2 Qop. 


比较 了 (2) 与 
a xz(BR， p) ps dy 
知道 . 当 |#1 过 号 时 两 者 的 实 部 相同 ， 且 同时 淤 正 基 。 堆 两 者 的 着 
为 一 虚数 常数 ( 穴 看 5365 的 辐 )， 曙 于 一 Re”? 页 得 出 和 下列 公式 ; 
ft - 计 | w(H, pp) Re ts dp t+, (9 .14) 
其 中 0 为 与 z 雹 美的 常数 。(9.14) 叫 做 Viat 公式 。 
作为 侠 式 9,10) 的 应用 :; 节 2 一 0 其 


f (0 =| f (Rer) dy, (9 . 16) 


从 而 
四 了 4 1 3 ip * 
好 iO) 一 二 |. te (Rs ») dp a 师 (CO -一 py | 1 (hte ) (Ep 4 (9 。 16) 


其 中 2&t0) 及 9(0) 分 别 表示 79) 的 实 部 上 及 讲 部 ， 部 作为 公式 本 瓜 
论 得 出 下 列 精 果 。 
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聂 工 在 域 卫 胎 单 值 正剧 香 变 事 数 (2 的 实 部 , 大 部 (因此 

如 内 的 评 和 夯 数 ) 在 全 部 包 合 在 卫 夫人 光 园 的 图 心 处 的 值 , 等 子 在 
这 一 区 周 上 的 平均 值 。 因 此 当 它 们 不 是 常数 时 , 在 睛 的 再 部 不 能 


取 极 大 值 及 极 小 值 。 
由 公式 (9.15)， 屋 也 (在 于 周 |2] 二 及 .上 满足 2) ,三 必 ， 基 
FO | < |f Cer) [dp <M, (9.17) 
gp 


系 2 在 域 也 单 值 正则 的 复 变 夯 数 六 (9) 的 稻 对 值 | 六 (| 不 等 
了 于 常数 时 , 则 | (| 在 了 的 内 部 不 能 取 最 大 值 。 

因为 假定 fC) | 在 力 的 内 点 各 等 于 它 的 最 大 值 轩 ， 划 由 
(9.17) 对 于 以 因为 中 心 ,从 部 包含 在 也 内 的 任意 图 |* 一 z| 一 Ro 有 


本 证 
|， if (wot Rewr) |dp = M; 0<R<BRo. 


因此 在 这 样 贺 的 内 部 的 所 有 点 ， 从 而 在 D 内 部 各 点 2 处 年: 了 (| 
一 导 , 根据 域 不 变 原理 (参看 $5 的 的 ) 了 (2) 必 为 常数 。 

系 2 通常 吓 做 关于 正则 画 数 的 最 大 模 原 理 。 

4) 边 值 问题 ”一般 答 定 域 卫 ， 在 它 的 边界 下 (D) 各 点 % 给 
定 了 竹 画 数 厅 (so), 求 出 在 了 内 的 调和 夯 数 上 (2 ,使 6E 玉 (D) 的 
所 有 点 下 式 恒 不 去 : 
limT (2) “U7 (0). (9.18) 
we 


这 一 问题 吓人 做 Dirichlet 同 题 。 圭 (9.18) 款 能 在 全 体 点 成 立 ; 项 
望 求 出 上 UI() 俘 在 尽量 名 的 点 为 处 成 联 。 

根据 前 面 已 得 的 畏 果 , 考 赛 也 为 Gang 和 平 甸 上 的 菜 一 加 ,在 
圆周 上 上 和 的 边 信 (poundary Yalues) 在 了 (2 上 为 连续 的 情形 。 不 
失 普 到 性 可 衣 图 心 在 原点 ， 假 定 则 的 竺 径 为 瑟 ， 宅 的 边 值 可 用 9 
的 连 古 画 数 4 有 ,pp) 表示 。 把 这 个 边 值 代 天 Villat 公式 (9.14) 的 


El 第 HH 查 Taebhy 积 蔷 定 开 


丰 增 ,最 可 得 出 下 列 复 姿 匠 数 : 


四 要 Be 十 光 
PW -| u(R, p) Bs dy +i0, (9.19) 
2 这 是 的 堪 其 图 数 , 国 为 完全 利 定理 2 的 证 天 一 样 ,可 以 差 其它 多 
导数 为 
ki ew _ 
PO =], YR, 9) TR (9 .20) 


故 分 离 瑟 (2%) 的 实 部 后 得 出 Poisson 积分 
和 区 生 _ .22 
Dr 人 一 元 | wR, 9) 


Eon op 0 Tr 
它 在 吃 内 是 调和 画 数 。 欲 放 它 是 Dirichlet 问题 的 解 ,只 须 证 骨 对 
于 所 有 的 % 二 po (0 po 所 2m) 
lim U (7, =u poi, 


这 一 事实 的 永明 序 本 小 万 的 目的 。 
关头 (9.20) 的 证 明 , 着 不 一 定 须 要 GE wB) 为 w 的 连 精 羡 数 ， 只 
证 作为 2 的 画 数 Lebesgue 总 巡 可 各 就 网 了 。 因此 我 们 的 目的 如 
果 能 证 有 明了 以 下 的 定理 就 可 达到 。 
定理 生 座 存 国 周 2 二 Re” (0 gg 所 2x) 上 定义 的 实 画 数 
wR 的 作 交 名 的 夯 数 是 Lebesgne 音义 可 积 的 全 月 [wR, p) dp 
一 十 coj， 仿 用 这 一 画 煞 作 Poisson 积分 
1 当 定 2 一 六 
Dr 人 一 六 | 2 人 (BR p) J on OT dp, (9.21) 
则 宅 在 贞 内 0sr 天 五 调和 且 中 也, yp) 在 值 2 一 2o 灶 六 g 的 回炉 
画 数 时 ,有 
lim Ur, 0) —u (BR, Po), (9 ,22) 
d+ 


8 得 江 洋 茶 4 

证 明 可 Cr, 由 在 加 办 部 为 完 和 两 数 的 事实 己 蒜 在 上 而 衣 蕴 

过 了 。 这 时 只 须 证 明 由 有 9 在 Vo 处 为 和 的 连 甘 而 数 时 得.22| 

1 

首 达 田 假 设 ,任意 输 定 正 数 8, 有 正 数 6 一 8 48) ，, 使 得 

当 |@ 一 gol 二 3S 时 有 wtB,p) ~utRgo |l<e2, (0.29) 

男 一 方面 ，w(R，g) 作为 9 的 画 数 是 Lebesgue 意义 可 积 的 , 故 命 

| (RR, 9) do= MM, (9 .24) 


央 开 为 有 窍 数值 。 当 半 一 0 时 
U0) 宇 0; 这 样 定理 显然 成 
于， 议 只 应 省 虚 时 20 和 的 情形 
就 够 了 。 我 俏 的 目的 是 渗 足 


(RPot+p'} 


OR—r<p, | [RPnt a) 
9.2b yO 
IO— gol<p' 人 AS 
的 所 本 (7,， 9) ,使 了 9. 
Ur, 0) uBR, go) |<e (9 .26) 


成 让 的 py P' 能 驶 用 型 及 5=51(e) 表示 出 来 。 
为 此 , 先 命 P 一 5/23. PP 则 用 下 进 五 法 求 出 。 因 为 对 于 常数 二， 
公式 坦 . 和 1) 或 地 .1 和 显然 成 
3 hr 
2 | R23Rreou(g—0 +r “9， 
名 
、 1 fs BR? -m2 
WR, yo) ~ 元 |. wR po) -ahroos gp Tr dg 
1 
U tr, 6) —u(B, go) 


1 1 B 记 R22 1 
-去 | (wl, p) —u(R, po)} RRroostm 0 Tir? 


1 第 3 但 Cauchy 积 允 定理 
即 
[Er 0) 一 3 人 po | 


1 了 区 | 
< 二 | uBR, pp) —u RB, po) dg 


一 号 COST 太一 由 ) 二 m3 
分 和 十 科 名 p 革 于 
本 2 =(| 4 一 上 + _ 二 | 


这 星 不 关 普 通 性 ,将 wa 由 认 作 以 2 为 周期 的 周期 画 数 
Wl, 多) uPR, g++27). 
说 了 于 估计 第 一 积分 ,由 于 
OP 一 和 2Rreoo(tp—0 于 和 一 |Rer— re ?0, 
由 (9.13), 有 有 


1 | 2 1 二 p23 一 ma 
0 -一 
2 2 2 os Bi— 2 eog re dp 
< | Ror 
2 dr Bi—2Hrcost{p—)) +r 2° 


其 次 , 癸 计 第 二 及 第 三 积分 。 册 于 
R’—2Rreos(p—0) tr = (Rn):+2Rr{1l— eolm 一 全 
IRr{l- eo0s(w—} =—4Rr sina PF, 


但 让 (9.25) , [9 一 go| <p' 一, 另 一 方面 ,由 于 po 一 x<<p<po 一 8 
或 go 十 5 六 9 扎 go 十 zi 不 论 那 一 种 情形 都 有 |p 一 po|>3， 改 


jg 一 引 >>1g 一 go 一 ]go 一 2|>5 一 太 = 了 


更 因 |p 一 96|<x, 艇 19 一 0|/2< 志 ,因此 有 


din Le >an’ (8 /4),， 


rh —2Rreostp—0) ri>4Rr gin (4), 


$9 各 和 苍 开 未 8 
但 另 一 页面; 由 寺 BRB? 一 ?一 (RT (RR 一 让 之 28(BR 一 四), 命 


4= 志 | wR, 9) —v(R, go) [dp, 


出 
1 /fr at 
pa | 
办 一 好 1 we 中 4 十 江 | 
Smo) | iB) 一 eBay 
Pr 
ri 4 
因此 命 
0<R-r<p 一 二 2 sin? 了， {9.27) 
则 第 二 及 第 三 积分 的 和 小 于 513, 帮 介 .2) 刻 并。 这 里 4 满足 
4 uBR, g) [lag TF [wtB, Po) | 一 + (RR Po)!, 


(9.28) 
故 可 用 (9.28) 大 端的 值 代 蕉 4 


第 4 昔 ” 单 值 芍 数 的 正如 性 及 孤 耻 奇 所 


们 利用 Cauchy 积分 定理 三 帘 单 什 复 弯 画 数 的 正则 性 及 奇 版 


s 如 正则 柄 数 的 震 竹 数 展 开 


1) Iaylor 荫 数 今 应 用 Cauchy 积分 表示 胡 究 正 周 阔 数 及 
芸 瑶 煞 的 美沙。 

从 了 了 (2) 在 Gausg 平 看 的 域 DD 单 值 正则 ,gz 为 总 闪 的 任 辣 片 e 
也 召 为 中 心 、 范 从小 的 了 为 后 径 作 图 C, 使 吕 和 的 认 部 及 其 图 周全 部 
包含 在 姜 内 , 命 圈 肉 任 一 点 为 2 图 周 上 的 点 为 5 草 由 Qauchy 秘 
分 表示 公开 有 


7 的 一 过-| 了 4 下 (10.1) 


To 


此 外 由 于 |z 一 4| 之 1 一 4| 二 7?, 故 可 得 出 以 下 的 无 穷 等 比 毅 数 : 


名 | 0.1 Fy | 让 


由 于 常数 项 毅 数 纪 上 三 各 收 苞 ， 故 上 面 的 狼 数 为 一 致 收 做 ( 央 


而 8 的 3))。 所 以 用 有 界 连 米 画 数 了 (4) 滋 融 数 的 省 项 所 得 的 
航 北 / 


ED 正 基 国 汪 的 曙 衣 数 谈 开 8 
f= 3 te (2) (10 .2) 


一 二 中 { 一 1 
当 EC 时 仍然 一 致 收 和 做， 因此 可 以 逐 项 积分 ( 驮 看 87 的 !6?))。 
就 (03 的 畏 询 积分 ,如 下 坦 . 二 有 
0 fe) 
f (2) = De | pr At (10.8) 
更 由 9. 人 有 


去 了 | fe) dt = A ， 


Dr de ta)" 


(10.8) 可 以 写 碾 
f0)= Ss)" 


FO HF OD) emt ot (10.4) 


以 & 为 心 作 内 也 合 在 妖 内 的 最 天 的 园 , 和 在 这 样 的 加 内 的 任 一 点 ? 
公式 (0. 志 宛 成 立 。 邵 当 4 与 卫 的 边界 的 距离 为 op 有 时, 对 于 满足 
2 一 5 二 Pp 芍 z (10. 遇 成立， 要 本 站 常 角 数 的 懂 钱 半径 不 能 小 于 
Py 因此 得 到 下 列 定理 。 

定理 在 Gausa 人 年 面 域 忆 的 单 值 正则 画 数 ,在 妖 内 的 性 一 
虞 可 以 展 成 以 4 为 中 心 的 大 科 数 。 这 个 颇 节 数 与 在 中心 4 的 
Taylor 稻 丈 一 致 ， 寂 的 下 伐 和 半径 不 小 于 由 4 到 尹 的 边界 的 距 耸 。 

2 Welerstrass 二 重头 数 定理 (Doppelreihen Satz) 作 
六 Cauchy 积分 肖 示 公式 的 男 一 应 用 ， 证 有 明 Welerstrass 于 1881 
年 提出 的 二 重 御 谢 定理 。 

定理 2 傅 号 为 aunss 平面 上 的 有 界 关 连通 域 ， 它 的 迪 界 工 
深 由 另 个 知 此 仓 芒 的 可 并 长 简单 闭 同 太 并 3 了 ;和 构成; 持 
壬 关于 必 宅 们 胡 具 有 正和 的 方向 。 订 图 数列 了 ,02) (rn 一 1, 32) 在 
图 域 BU 单位 过 炉 , 和 奏 避 内 正 基 ,并且 在 边界 1 上-- 玉 收 角 。 
于 是 护 色 在 六 的 内 部 也 一 和 致 攻 就。 其 极限 画 数 


100 弟 半 旭 单 奸 副 数 的 正则 性 及 狐 立 证 点 
f (2) —lim f(a (10.8 
在 恒 内 音 值 正则 。 另 外 当 B 一 1 2, 了 时， 对 于 了 了 (2) 的 各 蕉 导 煞 
F729 下 式 股 六 : 
fF" {2) =lim ft(2), (C10 .6) 
证 明 ” 取 号 内 的 任意 点 2, 由 Uauchy 积分 表示 公式 ,对 于 性 
音 的 足 锣 nn 二 1 2 中 下 式 在 下: 
Fa CE 
f» 他 - 死 下 。 Eg oat, 
厂 强 租 分 中 亲属 积 画 数 


fr te) 

ti—2 
作为 的 罚 数 ,根据 假设 在 荆 上 一 至 收 合 。 歼 命 FE) 一 Tm 了 (5)， 
A 由 7 (6 ) 知道 lim jj。 (2) 存在 且 


lim f.(2) 一 二 | FO) oy (10.7) 


在 上 式 中 命 了 (人 一 lim (2 ， 则 了 (2 表示 正则 夯 数 。 另 一 右面 ,由 
于 (6 在 了 .上 一 至 收 襄 ， 让 尾 粹 正 数 8 有 下 上 整数 NW 入 在 ; 对 于 
满足 mr n> 六 的 任意 两 个 是 磋 有 

[一 
因为 Ps 一 轴 ( 坟 是 已 次 正 浊 画 数 ,在 南 域 已 U 二 上 连 炉 ,局 由 下 
则 画 数 的 最 大 模 厌 理 知 道 , | fm (2 一 (2) 的 最 大 值 在 边界 上 。 故 
z 万 如 也 这 有 

Fm (2) — fn (2) | 去 Bi 
出 此 可 知 ， fn(2) 不 只 在 边界 一 致 收 侣 ,在 DU 也 一 人 数 收 伐 。 这 和 样 
就 就 明了 定理 的 前 定 部 ， 由 此 知 了 在 了 UL 连 炉 ， 边 界 值 喇 是 
中 (号 

恒 遇 9,9) 


$ 410 正 苏 可 数 的 告 极 扫 展开 101 

7 2) = 了 2 了 | pr Gey Fr 2) = 或， CE i ce 
成 立 , 故 把 2 周 定 ,对 于 辟 引 用 和 7 中 的 1 ,可 以 直接 得 出 10.6) 。 

基 订 名 趟 只 在 其 收 训 图 内 上 收 佑 ,在 妨 辣 一 中 心 ; 秆 径 稻 未 的 因 
内 丈 一 致 监 数 ,， 故 庙 Weierstrasg 一 重 栅 数 定理 断定 , 靶 毅 数 征 亡 
的 收复 图 内 各 点 都 是 正 旭 的 。 

3) Qauchy 系数 定理 ， 人 utzmer 定理 兰 息 般 煞 六 (2 
= 习 ozr 在 图 |z!<p 内 为 正则 面 数 , 在 页 周 |z| 一 尽 ( 其 中 0 一 吾 
<p) 上 二 | 委 弄 () ,期 由 避 .9) 及 定理 1， 有 


o 一 二 | J 下 


2 I ECRY CL" 
其 中 五 (到 表示 图 |2|= 二 BR， 圾 用 站 =e* (0 拟 2m) 站 孙 积分 路 
站 时 ,有 


汪汪 人 3 ， 
ol |, -00 一 -| |F(CBee)1ag， 


故 


全 站 > 则 | om 过 可 /1o 型 一 ma 区 |。 故 得 出 下 列 定理 
8, 它 叫 做 Gaaehy 系数 定理 。 

定理 3 假定 了 全 一 马 om 在 |z|<p 收 钙 , 且 i 加 | 所 和 H， 则 
河 了 于 名 二 人 0 工 ， 呈 有 


[on | SM/ pr. (10.8) 
决定 16 二 如 jp" 及 |6s| 一 型/pn 中 那 -一 个 成 立 ， 可 以 利用 下 
列 避 utzmerz 定理 、 
定理 生 ”与 定理 3 相同 的 条 件 下 ,有 
| [ep 2 (10.9) 


杯 明 ”网 个 航 数 所 来 示 的 图 数 
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上 (2) = ow, f (2) -Dh 
的 证 恕 ,在 满 是 | 31 一 及 ,0 天 并 <o 的 图 周 上 稻 对 且 - 一 致 政 仇 . 故 命 
2 二 es 0027) 沿 这 个 图 周 就 8 积分 |f G1, 剧 
| F(Re') 200 .— 1, 《> > on Rr )( 2 > on R™e-me ja 
-元 | (3 > ec, 139 吓 抽 dm ja0, 
因为 这 个 二 重 季 数 亲 对 收 人 钱 , 可 以 任 守 重 诽 为 单 重 般 数 , 并 卫 
lollenl Rm DY 0, Br 2 on| BR" 
收 倒 , 所 恒 单 重 季 数 关 于 日 一 莪 政 人 就 ,可 可 逐 项 积分 。 蝎 因 


0， 当 绍 关 中 有 时， 


1 让 一 站 
|) om Me mm 、 
dr J len | 2B", 法， 


-1 [党 iev [21 2 Don 
二 |， fer) ad= |cal BB , 


另 一 石 面 在 左右 的 积分 中 代入 ,了 (B63) | 于 寻 ， 即 得 帅 
> i 
明 二 由 


玫 对 于 任意 的 部 分 和 仍然 总 [6]R”<M, 命 R->p, 划 
2 0 | pm 丝 意 玉 是 任意 的 自然 数 , 命 玉 >o0; 央 


> En [36 3 Ma 
这 就 是 :10.9)， 
Gutzmer 定 惠 包含 Lavehy 对 煞 定 理 。 因 为 只 取 一 项 上 映 ， 项 
orp 和 en!lp* 寺 和， 这 时 候 ， 著 于 : 一 个 % 的 值 使 等 号 上 戌 
立 ,; 央 其 他 的 cmt 天 2) 六 定 都 是 震 。 中 而 ( 因 |6|p' 二 末 ) 有 


f GD) = me 2", 8|=1,。 (10.10) 


和 10 正则 画 数 的 短 栅 妊 寿 开 103 

4 Tiouwille 定理 在 dauss 盾 面 工 的 各 点 正 贡 的 西数 中 

做 验 图 数 (entire fonetion) 。 应 用 上 述 Uaucby 尘 数 定理 ,可 以 简 

单 地 证 明 Liouville 尖 于 整 硬 数 的 定理 。 王 吃 工 :上 定理 工整 画 数 
了 (和 让 路 展 成 以 z==0 为 中 心 的 蚕 豫 数 


f (2) = Bow, lz 之 co, (10.11) 


六 ft(%) 有 和 界 , 即 | 夺 民 之 十 co(|#| 三 十 cc)， 在 以 任意 正 数 
P 为 第 径 的 圆 |2| 专 p 内 ,应 用 Uauchy 系 煞 定理 ,并 


| en < (n=0， 1,， 2, 0 


假定 mn 尖 0 而 命 p 一 十 co 则 必 o=0， 妇 很 定 | 产 (| 过 型 二 十 ce 
《|2| 过 十 90), 划 了 (27) 二 60。 玻 

定理 5 洪 整 画 数 有 界 , 则 这 一 整 画 数 必 为 一 常数 。 

这 就 是 Liouville 定理 。 对 于 72 在 圆周 |2| 一 fs7< 十 oo) 
上 命 |7(2) | 的 最 大 值 为 型 (r) ,以 后 将 可 看 到 , 这 个 值 起 着 重大 的 
作用 , 不 过 在 这 里 ,已 针 可 以 得 到 相当 重要 的 主 果 。 事 实 上 , 由 于 
正则 医 数 的 最 大 模 原 理 , 王 (人 门 是 7 的 弄 画 数 , 由 Liouville 定理 知 
道 , 当 Fe) 不 是 常数 时 ,必定 lim 一 们 一 十 ce。 故 对 于 了 > 十 co， 
醒 ( 门 以 怎样 的 程度 发 散 于 oo 是 极其 重 杰 的 条 件 , 侈 如 


Tog Hr) 1 to0 
lomr 7 


为 有 界 时 ， 实 际 型 ( 寺 7?*， 夺 于 满足 寺 < 之 nn 的 一 茹 自然 歼 训 ， 市 
(10.8) 有 
on | SA) 
合十 吕 ， 则 一 0，。 破 了 从 必 为 有 理 整 名 项 式 ， 凌 交 数量 语 趟 
二 [4], [4 入 下 不 超过 刀 的 咸 大 整数 。 
5) 基于 Poisson 积分 的 Eourier 狼 煞 磺 开 ”我们 已 兆 计 
论 过 ?一 Eee 从 志 gg 去 2m) ，, 部 在 年 径 为 妨 虽 < 于 < 十 09) 的 图 周 . 上 
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纵 定 了 了 Lebesgue 可 和 本 中 有 0 时 ,十 此 所 作 的 Poisson 积分 
在 加 的 内 部 等 于 正则 善 数 的 实 部 ， 从 而 在 读 图 的 内 部 是 裔 和 历数 
(大 看 $9 的 引 )。 这 个 正则 丙 数 , 由 本 节 的 定理 1, 能 够 展 成 收 蔬 
年 径 不 小 于 的 第 级 数 。 素 洋 上 ,由 9.19) 有 


由 证 曾 
PO) =|， + (0 为 实数 )， 


一 了 
他 2 一 2 有 则 
Pes T+ 9 Fe's 
Rss — re ~ Rei? po 加 | 一 1-(F)ee” 了 ie 


一 2 (E) gm0-0) 一 二 了] 十 2 > 人) ono) (Or<R), 
rT 碾 呈 时 、 这 个 般 获 对 于 9 一 豆 收 伐 ， 吉 条 代 太 上 上 式 逐 项 积 


Fl) = | v(R, dg 


+ fv, Wore raprio, 
这 里 取 实 数 部 分 ,因应 得 出 Poisson 积分 , 即 
1 


a A 9 dy 
Dr Jo 1 RoRroogtd op) Fr 


2am 
-| vB pap 
+ OI) Ew Peosn(0—p)ap|. 
出 于 605% 人 一) 一 008 70 C08 Rp 十 nngsin no， 只 与 上 有 关 的 因 
也 可 以 担 到 积分 号 让, 均 


2 p 2 1 
| WH, 9) fe 2frcostd— om) tr 1 


~ 也 十 2 (an COS NOB, Mn nd), 10.12) 


和 1 可 去 奇 点 ， 极 点 f05 
其 中 


1 Fe ey 
a i wR, gjeongdp (n=0, 1,2, 1), 


b= zim | uBR, pannpdy (nl1, 2,..), 


其 式 (10.1) 当 ww( 唱 , 86) 在 0<zwp 志 92m 为 Tebesgue 可 积 ， 则 各 过 
太一 08 所 二 00 时 永远 是 正确 的 。 


$3141 可 去 奇 点 , 极点 


浇 复 变 夯 数 了 (2 在 taug 水 面 戌 复数 球面 上 的 域 D 内 除去 
一 点 各 外， 在 其 余 的 D(z0) 的 各 点 单 值 正剧 ， 其 为 叫做 了 了 2) 的 
宏 立 奇 点 (isolated singular point 切 。 一 般 厅 点 的 定义 将 在 下 章 叙 
壕 ( 参 看 8$14) 。 在 可 点 的 研究 中 ， 和 孤立 奇 点 研究 得 最 早 岩 且 最 群 
粗 。 孤 立 奇 点 依照 宅 不 同 的 性 质 共 分 为 三 种 : (人 可 去 奇 点 , (2) 
极点 , (3) 本 性 奇 点 。 本 节 和 将 斤 述 其 中 的 {四 ，(3) 两 种 ,至 于 (8) 的 
研究 则 主要 地 放 在 第 7 章 。 

1) 可 未 孤 杜 麻 点 合 思 为 Gaus8 不 夯 域 卫 的 一 点 ， 宅 是 
了 2) 的 孤立 奇 点 ,内 假定 (2) 在 “的 邻 域 有 界 。 由 这 一 假定 ， 期 
以 zo 为 中 心 .p 次 半径 (o>0) 的 图 ， 及 正 数 型 在 在， 于 是 满足 
0 jz 一 各 | 之 p 的 各 使 


fF |<+ 0) 
坡 立 。 令 用 尺 ( 作 ) 表示 上 述 的 加 ,再 作 以 充分 小 Kn 
的 刍 7 为 年 从 的 后 ， 2 一 地 | 达 ?用 长 () 表 
示 这 个 贺 。 什 二 符 包 各 在 站 《内 得 不 包 合 在 
疏 { 门 因 及 边民 上 的 部 分 ,这 是 用 下 (o)， 玖 人 图 11.1 


作 边界 的 双 连 通 域 D(7)， 对 于 2ED(Y) 的 z 应 用 Cauchy 积分 公 
式 ,使 积分 路 狗 的 方向 为 图 心 角 增 大 的 方向 , 划 


1406 第 4 它 单 值 画 数 钓 正则 性 到 荔 立 苛 瞩 

了 全 ) 一 go) | 2 a 
第 二 栋 分 的 积分 路 入 可 有 几 纪 = 加 十 res， 因 上 吐 引 = ired8. 量 当 
下 17) 时 ，| (5) , 夺 肛 ， 草 岂 于 一 ?| 六 |2 一 加 | 一 | 加 一 攻 | 
一 1: 一 20| 一 夏 | 
1 | ft) a | < aM My 


ni Ja Ls Dr Tm 
这 一 值 当 7->0 时 收 合子 零 。 上 式 中 的 第 一 积分 是 一 个 与 + 无 美 
的 量 , 国 此 可 知 第 盖 积分 也 应 当 是 配 了 无 美的 量 , 因 此 第 一 积分 应 
等 于 震 , 节 下 式 收 羡 : 


f= 可 7 GT 


rtpy 也 一 区 


QL. 人 D 对 于 满 是 0<1s 一 261 二 p 的 z 都 成 立 ,而 由 这 一 式 的 右 端 可 
知 , 在 加 下 只 是 浑 业 , 且 为 正则 , 即 剖 了 朋 了 下 列 定理 。 

定理 1 车 音信 豆 数 (在 一 思 的 令 域 除去 和 外 在 其 他 逢 
点 正则 且 有 界 , 则 有 满足 

lim f (2) =A (11.2) 

的 有 效 极 限 值 4 存在 , 命 (20) 一 和， 风车 人 事实 上 在 # 一 加 是 正 
二 的。 

因此 在 这 种 音义 下 , 这 时 一 加 呀 做 子 (全 的 现 去 柯 点 。2 在 
复数 球面 上 为 =oe 上 时, 全 ”~=1/z， 然后 对 于 童 值 丽 数 闻 (2 
一 了 (1/#s 站 在 加 一 0 应 几 定 理 1, 让 对 于 在 p< 2| 雪 十 ce 有 界 的 单 
值 正剧 阔 数 了 {名 ,极限 

lm (2) 


一 定 存 在 。 得 是 在 # 二 2 正则 性 的 异议， 草 由 以 下 的 Lanrent 展 
江 来 同 究 最 为 种 单 。 
2) 展 成 Laurent 称 数 ” 仿 假 定 在 Gauss 平面 上 有 两 个 可 


和 11 可 去 窑 点 ,极点 iy, 


座 长 饥 昔 丙 臣 六 了) 工 s, 它们 不 相交 ,其 中 一 个 如 了 完全 包含 在 
男 一 个 的 内 部 。 若 图 数 了 (8) 和 下 141,T 
人 包 图 的 域 必 内 正 周 ,在 队 域 DUT4U7a 上 
单 值 带 第 , 半 由 Cauchy 积分 有 公式, 当 2E 
于 -月 


1 | (2) 
二 了 | 一 dt, (11.8) 图 .2 


其 中 区 及 工 。 对 于 心 们 所 人 包 较 的 起 内 邦 来 说 者 是正 店 (7 对 于 了 
是 正 向 ,Ts HTD 则 为 航向 ) 。 命 


1 人 FO, pt HO 


让 一 人 本 让 na 也 一世 

刚 如 (2) 4 愉 妆 (让 -不 只 和 在 天 两 » Pi (2}4E 2 了 整个 内 部 正则 ， i ga ty ) 
到 在 Ts 整个 外 部 正则， 对 于 后 者 还 有 有 入 的 lim qa， 利用 这 
一 事实 , Laurent 于 1848 年 就 ,了 为 同心 圆 的 特殊 情形 考察 ， 
把 究 疾 数 推广 成 为 所 谓 Laurent 般 数 。 即 命 问 心 图 的 中 心 为 6 
千 径 各 为 0 之 ps 过 Pi 过 十 c0; 央 如 可 以 表示 海 pa<|2 一 8| 之 p1， 首 
先 因为 


D1 (2) = ar 


-_1 Fe 
Pi = (11.4) 
在 圆 守 内 部 六 正则 ， 故 在 写 2 由 为 可 以 展 成 以 4 为 中 心 的 收 敏 时 


姥 数 , 即 
p12) 天 to 十 Gd 人 一 的 十 Ga 人 一 的 2 |2—a|<pr, 人工 
其 中 系数 en 可 用 下 式 表 示 : 


fg) 1 FE 
人 7 aj de 
其 次 ,对 于 


P32) = 一- - | -1 de) (IT . 命 


10 辫 和 机 单 值 柄 数 的 正 晶 性 及 客 立 藻 点 
它 的 积分 路 各 Xs 可 用 |5 一 &| 一 ps 坊 示 , 当 z 在 Xs 的 外 部 Ds 时， 


.1 .1 , __l S 一 4 eH... 

Co—2 (Ca (za i+ 2 一 要 + 人) T | 
+ 由 EDay i 一 [=ps 之 |? 一 gi 页 其 众 绕 

SA Eo Da 


2 区 一 化 | 
址 只 小 于 工 且 与 5 无关。 上 面 的 等 比 航 数 对 二 广 
-一 数 收 项， 因 过 代 天 人 1.6) 后 可 以 于 项 积分 。 积 
图 11.3 分 后 得 


1 


二 二 


5 ~- zr) 人 Ea 1a. 


鼓 在 回环 域 pa< 2 去 让 内 ， 上 级 数 人 L. 有 及 .7) 同时 邦 对 收 低 ， 
上 且 对 于 任 过 天 个 潢 中 pa 二 pas 1 过 PP<pi 的 pi ps, 在 这 一 于 图 
环 域 内 二 省 者 一 臻 收复。 和 苛 出 骤 数 & 日 4 的 积分 式 
| | 0 C0) 

的 积分 路 如,13, 可 代 之 以 图 环 域 : pa 志 12| 革 pi 内 合 |2 一 4 一 所 
于 内 部 的 尾 一 条 篇 单 于 曲 稚 而 地 影 响 积 分 的 值 ， 自 然 二 者 岂可 以 
选用 同一 积分 路 和 钱 , 这 样 就 更 为 名单 。 

定理 2 出 狂 了 {) 在 Gau 明 平面 上 以 点 4& 鸭 中 心 的 同心 
Ty 了 a( 命 站 在 Ts 的 处 边 ) 所 构成 的 图 坏 内 正 肝 ,在 周 图 环 域 单 
值 连续, 草 对 于 这 个 域内 的 任意 *,， 有 下 列 展 开 式 : 


Om tt 0) ta 0) "+ 


-a 一 名) (1.8) 
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1 f(b) ... 
0 dn 一 9， 和 土 1， 土 2, -…)， (11 .9) 


其 中 到 为 满足 pa 所 p 世 pi 的 任意 为 年 径 的 图 周 |2 一 &| 王 p, 积 分 
路 灼 的 五 阿 为 洛 对 于 ae 所 张 的 角 增 天 的 方 同 旋 机。 裔 数 (1.3) 在 
pa 之 jz 一 外 | 之 稳 对 收 做 :县 在 圆 永 域内 的 尾 一 末 域 一 致 收 做 。 

定理 2 叫做 Laurent 定理 ， 而 航 教 得 1.8) 草 吓 做 方志 在 这 
一 辐 环 的 Laurent 稻 数 。 

在 Laureni 条 数 中 ,车 了 (%) 在 关内 部 的 各 点 光正 则 , 草 二 壕 
系 孝 寺 算 式 届 I. 甸 中 ， 对 于 册 一 一， 一 2， 一 3 ， 和 容积 而 数 在 区 
的 内 妖 全 痢 单 值 正则 , 故 

三 一 如 -3 一 … 一 心 ， 
级 数 的 鼻 旱 项 全 部 消 拓 ， 因 此 Laurent 灵 数 归 业 成 竹 颖 数 。 在 这 
和 二 区 下 ， Lauront 溉 族 推 六 了 打针 歼 。 

3) 极为 (pol8) 分 和 用 3 中 引证 的 Laurent 毅 数 策 洗 证 站 
辣 点 。 为 此 首先 葵 出 极 研 的 定义 。 命 2 二 & 为 Caugd 平面 上 的 一 
研 ; 且 4 为 单 值 责 数 丫 ( 罗 的 孤立 疝 点 。 若 极限 值 

lim f ) 
存在 且 有 沉 ， 财 为 了 四 的 可 去 奇 点 。 若 在 蔽 处 极限 值 存 在 但 为 
co 时 (换血 话说 就 是 Bm|f | 一 < ， 则 时 做 和 是 了 二 的 极点 。 
术 反 的 ,这 一 极限 慎 耻 存在 的 情形 ( 挠 和 色 庄 裔 ,复数 球面 上 至 少 有 了 若 
个 数 秆 a, 8 (a 天 B86) ,又 有 满足 lim am 一 4，Hm 6s=& 的 点 列 {4,}， 
{e tn 二 1 2，…) ,使 : 
limf (ey) =—a, limf(ar) =B 

成 立 的 情形 ) ， 划 a 时 做 2 的 孤立 本 性 痛 点 (isolated essential 
singular bointjy 。 这 样 昌 然 把 孤立 可 点 分 成 二 种， 但 其 中 最 初 的 
可 去 奇 点 虽 也 咱 做 奇 点 ， 事 实 上 ， 只 要 将 fm (2) 认 作 是 了 (4) 的 
毅 , 则 .六 纪 在 芯 点 正则 ,因此 竹 末 酒 作 是 正则 点 还 和 更 万 便 。 由 祖 同 


110 第 4 章 音信 两 数 的 正 旧 性 及 孤立 奏 点 
的 砚 起 ,将 极点 看 作 起 f3 取 值 sol 复数 球面 上 ) 的 正 基 点 也 没有 
什么 不 可 雇 , 因 此 ,里 正 的 青 点 只 古 第 三 种 了 。 这 一 事实 将 于 以 后 
纤 加 襄 朋 。 

为 此 上 先 讨论 z 一 & 为 西数 了 二 的 极点 的 畦 性 。 

定理 3 2 一 & 为 藩 数 了 (0 的 极点 的 充 要 条 任 是 在 z=& 的 某 
一 侣 域内 , 命 

1 


y=! f 2) 
| 0 


Cal 


时 ,9 在 ?二 a 的 水域 内 正则 ,而 2% 二 8 是 9 办 的 圭 点 。 

(一 般 所 斋 正 划 画 数 的 零点 , 是 这 一 画 数 在 该 点 正则 , 且 在 这 
-一 点 的 值 为 零 。) 

三 明 鞠 假 定 & 是 Fo) 的 极点 。 田 于 limlz(o | 一 十 ce， 故 
7 的 在 a 的 某 一 邻 域内 不 能 取 零 的 值 。 因 此 , go) 在 某 一 数值 p 
为 牛 笃 的 0 达 ]z 一 4|<p 内 正 其 。 仍 由 上 面 的 假定 , 对 子 任意 的 正 
数 驻 , 有 正 数 p, 当 0< 12 一 2| <<p 时 | 多 | 宇 政 , 故 在 该 钼 g(2) 有 
界 ( 9 人 | < 天)， 所 以 z 一 5 是 9gG) 的 可 去 奇 点 。 邵 命 g(4) =0 
时 ， 则 8 在 0 过 1 一 四 天 p 正则 且 8fe) =-0， 部 8 一 在 是 8 人 te) 绝 
零点 。 

反之, 和 和 定 这 样 定 尽 的 9 动 具有 震 点 4 一 4 把 8 人) 展 矶 部 一 区 
的 每 级 数 

8) =0p (F070) ， 

这 个 等 级 数 在 * 一 e 的 邻 域 收 租 , 且 co 一 0， 由 于 


9 的 <0 一 ?+ 名和 (一) 十 …|， 
人 


上 下 在 2 二 6 的 分 域 , 当 % 天 下 时 了 (2 不 等 于 霖 。 于 了 的 二 1/g (在 
¢ 一 4 的 丢 域 当 # 天 5 时 正则 。 由 于 Hm g (8) =0, 避 Him J 了 (2 一 00， 


| 
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辐 此 诈 明 了 天 于 各 
其 次 ， 季 2 一 6 是 了 二 的 扳 亦 奇 点 ， 然 后 应 用 Laurent 定理 。 
即 以 & 六 中 心 作 两 个 同心 图 区 ) 下 (人 < 天 < 环 站 ， 珊 站 (人 阶 
:一双 外， 在 再 的 周 界 及 其 内 部 为 童 值 正则 , 这样 在 图 环 碱 
站 1 一 如 | 安 疡 作出 子 ( 人 的 Laurent 般 状 


7 人 = Ho)". 
在 这 个 展开 式 中 ,系数 和 与 7 及 P 无 关 , 只 由 f 抱 在 x=& 的 分 城 
的 值 确定 。 因 此 这 般 数 时 做 在 z= ax 展开 的 Laurent 狗 数 。 对 于 
这 一 展开 下 列 定 理 成 立 。 
定理 4 “一 4 为 单 值 丽 数 了 2) 的 极点 的 充 机 条件 是 宪 的 
laurent 般 数 展开 叶 数 短 的 项 存在 ,但 最 多 有 和 劣 个 


fF!2) = 0 一 4 A Ty 


十 :… 十 一 一 一 一 era ym 【CC_ 和 天 间 ) {11.10) 
峡 明 者 2* 一 为 了 5 的 极 感 , 划 与 定理 8 的 让 朋 一 粹 , 作 疼 
煞 gt2) 一 47 了 2) ,9 (2 在 4 的 分 城 有 以 下 的 展开 : 
p Cp+l (fw. pra fo 2 ,,. 
#2) 一 oo (和 一 外) + 好 ] 十 6 (一 如 十 | 
其 中 妈 关 0。 佣 
1 -1+ 0) +t e+ (0 #0), 
央 这 个 基 锋 数 在 x 一 & 的 关 一 今天 收 化, 且 在 雯 处 巡 稿 ,而 lim OH 
一 1， 因 此 以 下 的 展开 式 也 成 立 : 
i 
fi(%) 人 (2) 


有 强 的 手表 数 在 4 一 4 的 某 一 分 域 六 (@) 收 人 敲 。 喜 在 六 (8) 内 下 到 
展开 式 成 让 : 


=1] + (一) 二 一? 十 …: 


TI3 第 4 窑 单 证 缠 狂 的 正 央 性 及 的 六 村 版 
bs ,， b, os . 


fOr 
Laurent 条 数 展 开 询 柔 数 已 靶 如 定理 2 的 (11. 仿 所 答 出 ， 郎 由 叙 
城 V(a) 内 的 图 周 KK _ 上 了 (2) 的 什 确 定 ， 上 (11.11) 的 展开 式 必 定 
与 Laurent 毅 数 展开 一 防 , 即 沪 有 再 小 于 一 驱 知 的 项 。 
友之 ; 妆 an 可 以 写成 (1.10) 的 形状 时 , 划 
f 0) — 人 + costs- 四 十 :. (e 四。 
插 攻 { 内 的 害 枚 数 在 z= 二 的 菜 一 分 域 收 做 因此 显然 


lm f (%) 一 2 
定理 生 中 的 
c_ 
2 ort + gj ont) le 


中 做 极点 的 主 部 (principal par 切 。z 一 & 为 扩 轨 的 极点 时 ， 自 .2 
把 这 一 部 分 减 去 后 , 剩 下 的 部 分 是 正则 的 , 蕊 是 决定 报 点 状 仿 的 主 
要 部 分 ,所 以 这 个 名 称 。 

定理 5 Gauss 平面 上 一 点 5 为 f) 的 孤 开 奇 点 ;利生 是 所 2) 
的 极点 的 充 要 条 件 是 存在 茶 一 个 自然 数 mn, 个 

lim {tz2— F(z)} 
是 有 穷 且 是 确定 的 数 伍 。 

和 三 明 ”对 于 定理 4 所 得 出 的 自然 数 7D, 取 满足 pm 的 任意 自 
然 数 m， 这 就 是 定理 的 必要 笨 件 。 至 于 充分 条 伍 , 可 先 把 9 kt 
一 {一 0)"F 2) 在 4 的 邻 城 展 成 (一 有 中 的 短 般 数 , 然 后 下 (2 一 2)" 
去 距 。 由 此 即 可 得 贞 六 2 在 2 一 下 的 邻 域 的 Laurent 般 数 。 这 于 
可 以 应 用 定理 4 

这 栏 的 m4 存在 的 情形 ， 央 由 以 上 的 考察 容 蕊 香 出 ， 对 于 和， 
4 一 下 2 工 宙 的 某 一 且 然 煞 ， 能 够 使 im 一 二 (2)1 为 有 
穷 确定 且 0。 这 个 PD 间 做 极点 的 稻 (oxder)。 


1 可 去 盏 点 , 拖 点 113 


记 上 扔 了 迹 了 极点 的 一 些 简 单 的 特性 。 极 点 的 概况 不 只 是 对 十 
Ganss 平面 上 的 点 3， 对 复数 球 于 上 的 点 ?二 02 的 情形 也 可 适用 。 
这 时 页 2 一 0 为 中 心 、 充 分 大 的 正 数 p 为 定 径 作 图 jz =p, 了 {2) 在 
满足 6 到 | 中 过 十 se 的 3 姓 为 单 值 正则 。 政 以 满足 p< 之 ?之 十 2 的 
任意 正 数 了 为 牛皮 作 图 |z| 一 +， 则 在 图 环卫 域 p 拟 |z| 志 ?内 作 
六 四 的 Laurent 般 数 ,这 个 般 数 与 p 及 ?7 无关 , 只 由 了 (和 j 在 ?二 0 
的 邻 域 的 值 多 定 。 这 个 般 数 时 做 f(%) 在 2 二 2 的 他 域 展 开 的 
DLaurent 流光 ， 

这 一 Laurent 狼 数 具有 以 下 的 形状 : 


f(D = + 学 十 一 + 二 co 二 Gg 二 Ca 二 十 G0" 11 .13) 


这 村 多 下 拘 极 限 但 
lim 一 cc 
存在 的 充 要 染 媳 为 有 自然数 和 存在 ， 使 oo) epi = = 0, 
套 ( 入 .13) 号 成 


FF) 一 BD -mn eg 十 G62? (头目 C11 14) 


m0 2 
的 形状 村 , ?二 oe 叫做 了 (2) 的 极点 ,而 
C2 十 Cag 十 "十 Co27 (6 关 人 0) 
叫做 从 的 主 部 。 因此 相当 于 定理 王 的 定理 为 “2 一 co 为 了 2) 的 极 
点 的 充 要 条 尾 是 有 自然 数 m 存在 ,使 


站 
Lim 了 2) (11 .15) 


为 有 穷 确 害 。 这 了 时 上 述 的 克也 时 做 极点 的 般 。 上 还 的 展开 式 
( 开 . 二 /中 当 半 一 乓 一 0 时 吓 做 大 在 3 一 ce 正则 ,而 co 则 为 
2 在 2 一 co 的 什 。 

整 画 数 六 2) (参看 $$ 匠 的 和) 能够 展 有 成 己 z 一 0 为 中 心 的 睁 
小 娄 


1t4 佬 4 音 单 久 本 疾 肥 正史 性 及 天 站 闸 点 


f(z) = > Et (11.18) 
亡 的 鉴 黎 定 径 为 十 ce， 由 于 人.16) 的 收 薇 牛 径 是 十 ce， 栈 
(1.16) 也 是 在 一 cc 处 展开 的 Lanrent 般 数 。 如 果 丰 人 在 ?一 cc 
下 其 ,出 由 于 一 59 二 一 人 故 拓 个 生 外, 因此 太 坟 是 一 归 数 。 喜 
不 是 芝 数 的 整 茵 煞 必 以 3 一 ce 为 极点 或 缴 杠 本 人 性 末 点 。 

4) 殖 数 , 模 角 原理 , 了 ouch6 定理 命 4 一 4 为 Gauss 在 面 或 
复数 球面 上 的 一 点 ,了 (2) 以 ?一 & 为 儿 立会 点 。 忆 为 中 心 、 湛 分 
外 的 数 为 年 丢 在 复数 了 丈 面 作 凡 有 周正， 这 时 五 包 舍 的 域 在 复数 球 
面 .十 构成 合 & 的 球 迪 【 参 淹 量 4, 3)， 有 只 要 汗 径 足 衣 小 , 可 以 使 球 
昼 仿 于 路 4 外 了 (正则 的 点 人 的 邻 域内 。 这 时 

用 二 


LE | f (gy ds (11.17) 
与 二 网 定 径 和 无关， 只 由 了 (3) 在 2 一 6 的 名 域 的 数值 确定 。 宅 趾 修 
了 (9 三 ?一 9 的 殖 数 (residne) 。 其 中 积分 路 共 下 的 方向 是 对 于 上 
过 食 & 的 球 连 的 正 的 五 加 。 即 4 着 是 有 和 丝 数 值 时 、 以 4 为 中 心 友 
时 全 广 厅 转 , = 一 co 时 上 海 以 原点 为 中 心 、 充 分 大 的 数 为 和 守 径 的 
各 忆 原点 为 中 心 胜 时 全 上 避 疝 转 。 
分 命 4 为 有 穹 值 ,将 了 (有) 展 成 在 z==& 的 Laurent 毅 数 , 则 
f@) = 人 ol 一 9 (11.18) 
因为 这 个 条 娄 在 上 述 略 尺寸 一 疏 坡 艇 ,本 把 (1,18) 和 代入 (11.17) 


后 可 以 逐 项 积分 ,好 


_ 1 [i L | ec- ， 
4 永存 1 ne 他 ae 之 or 四 a) "dz, 


Tr 
我 们 已 锰 证 阴 了 公式 (参看 $74.5")) 


TO ( 当 部 尖 一 工 生 站) ， 
| (2 9)" de (I (n= 一 1 时 )， 
四 此 立 测 评 出 


-到 
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A=6e_l. (411.19) 

让 在 Gauss 平面 上 了 区 在 孤立 奇 点 的 克 数 为 在 该 点 锅 城 的 Lau- 
rent 叙 数 中 心 一 #4) 的 夭 数 。 因 此 ,假定 

liv (2%— ) F(x) 

存在 有 窍 且 不 等 于 零 时 ,这 个 极限 值 就 是 了 3) 在 2=& 的 夏 数 。 但 

是 信人 岳 注 奉 , 和 这样 求 避 狂 钓 上 注 尘 基 无 分 的 条 件 , 而 不 基 必 要 的 儿 

件 。 上 上述 齐 分 条 件 胸 立 只 是 一 才 极 点 的 情形 ( 秦 小 定理 名 ,例如 

凡人 的 一 高 二 及 广 ( 抱 一 6 一 1 二 二 可 十 …， 明 然 lim sr 人 


一 coy lim z6* 不 存在 ,但 由 (11.19) 知道 ,在 z= 0 的 忌 数 都 是 工 
在 一 <o 的 玛 数 完全 可 以 回 样 地 考察 。 这 时 Laurent 毅 数 为 
F (= 忆 owr', 由 于 下 是 充分 大 定 径 p 的 贺 |* 一 p, 方 向 是 闫 时 
儿 的 ,所 以 
可 一 一 5_1， (11.20) 
宗 理 4 命 复 数 球 面 上 可 度 长 简单 关 曲 蔗 GO (直通 过 2= 00) 
所 包 图 的 域 为 也 , 单 值 画 数 (在 也 的 内 部 (就 球面 部 ) 除 去 有 穷 


个 点 毁 ); 加 ;如 的 域 D—LJ(e 内 为 正则 , 县 在 添 C 后 的 点 第 
人 1 了 2 一 局 Cn) } 吉村 。 村 是 : 


| (2) dz— Qi Dh, (11.21) 
其 中 4 淋 示 了 站 (2) 在 3 的 攻 数 ， 

钙 明 ”由 定义 几乎 是 显而易见 的 。 

如 这 个 定理 的 很 发 那样 ,有 含 0 的 开 第 G,f(z) 在 GN {OU 由 
违 黎 的 时 候 (在 这 定理 的 候 届 中 , 取 G 为 他 复数 球面 除去 上 | (2 
剩余 的 部 分 即 可 ) ,为 了 叙述 简便 ,叫做 让 人 关于 DUO 在 C 的 附 
和 近 沁 贺 。 


116 第 4 意 单 值 此 数 的 正 期 性 及 笑 立 窒 点 

如 全 所 运 ， 扒 猴 要 点 为 锋 蒜 取 复 数 球 面 上 ee 的 点 的 语 , 可 以 
考虑 它 与 正则 点 几乎 没有 盖 别 ,所 以 在 复 挛 丙 数 窒 中 所 刘 佛 纯 ( 式 
有 理 型 moromorphie) 是 具有 上 灸 下 的 瘟 必 。 邵 某 单 值 画 数 在 复 效 
球面 的 域 卫 内 的 尾音 点 # 下 是 正则 或 具 极 点 时 ,和 基 寻 做 了 六 在 也 
守 邱 , 而 对 于 在 了 内 所 有 点 都 是 单 值 正则 ， 吓 做 六 2) 在 卫 全 缉 
‘holomorphic) (除去 2 一 ce 外 ,在 其 余 各 点 牢 秋 的 画 数 ,简单 邢 吓 
懂 秆 纯 男 数 ， 在 除 :一 s2 外 各 点 全 乱 的 画 数 , 则 叫做 整 酝 数 (! 参 湘 
§ 10, 4)))。 

信 命 了 (2) 在 复数 球面 的 域内 御 纯 ;4 为 加 内 的 一 点 。 电 假 
定 4 为 有 穹 点 ,考察 

z fF (2) /Fe) 

在 2 一 4 的 待 光 。 洪 了 在 2 一 @ 正则 旦 了 (cy 天 0， 则 站 在 该 点 
下 出。 

1) 才 了 (2 在 zs 二 # 正则 且 了 (0) 一 0, 则 在 & 的 邻 域 有 一 个 白 
然 煞 7w， 了 2) 可 以 写成 

2) = ete p(s)} Be) =0, ee#F0, 
其 中 g (3) 在 z==& 的 邻 域 正 出。 于 是 
log f (#) —m Iog (2—a) +log {c+ p(2)}, 
天仙 


pp wd | 


Fe ga Cm {sy " 
因为 8 /十 旨 在 2 一 24 正则， 故 疡 /的 融 数 个 上 式 码 端 知 道 是 


了 


(2) 车 fl) 在 2 一 4 具 mm 般 的 极点 , 则 了 (2) 在 2 一 4 的 领域 可 
用 正则 画 表 ti 表示 成 
f (2) 一 让 ) CFO0, (0) 一 各 


(2) mm) 
f(a) 2 Cp " 
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这 时 六 /下 在读 点 的 这 政 汶 一 mn， 

其 次 ,4 为 90 的 情形 出 可 以 类 似 地 者 察 ， 汪 车 果 为 (2) 在 
?一 9 具 和 t 角 的 堵 碟 时 ,六 /了 在 蓄 处 的 苞 数 为 x, 了 上 其 mm 服 的 极点 
时 产 / 了 的 歼 数 为 一 避 , 在 其 他 各 点 六 /了 的 残 数 全 为 矢 。 令 考察 六 (2) 
在 尹 和 定神 下 在 了 DD 的 边界 二 上 下 央 的 情形 , 这 时 候 了 2) 在 睫 内 的 
需 点 总 极点 的 个 娄 均 为 有 窍 , 因 为 相反 地 假定 极点 有 无 宠 针 个 ,其 
由 于 有 周 域 DUT 在 复数 球面 上 为 紧 集 , 必 有 属于 DJ 了 的 点 P 存 
在 ,到 为 极点 的 聚 点 ,于 是 六 不 是 扳 亚 坷 点 , 故 它 不 是 要 点 , 目 然 更 
不 是 下 则 点。 这 与 上 撑 的 假 这 不 合 。 了 (0) 的 帘 点 为 无 穷 多 个 的 二 
形 , 可 就 /2 考察 ,也 可 得 上 同样 的 辕 垃 ， 

由 以 上 的 者 如 ,对 于 广 /f 应 用 定理 6, 显然 有 以 下 的 精采 。 

定理 了 复数 球面 上 有 可 度 长 简单 了 表 则 如 ( 趟 通过 2 一 oo 
点 ) 所 包 图 的 域 呈 , 单 值 画 数 f%) 在 如 内 年 灿 ， 在 0Q 下 正 册 且 不 
竺 于 需 。 央 下 式 有 矶 并: 


LT FA 7r js 
| 0 一 上 一 .22) 


其 中 育 为 了 (; 在 如 内 办 点 的 个 数 , 卫 为 和 极点 的 个 数 , 二 汗 后 个 黎 
散 考 外 重复 庶 计 算 。 

者 虑 重复 度 计算 的 群 粗 解 释 是 : 了 扫 在 了 内 的 者 二 为 噬 ， ga， 
Cr 人 们 的 般 普 为 09 "On1 极点 为 让，pa pp Do ' 芭 怕 ] 
的 孝 各 为 有 Pa， 有 mi 用 | 

N=artast tao; P=iitBst Bn. 

因为 /ff 是 10gF 的 导数 ,上 训 有 人 把 


| ,Fe 71 20) 
时 做 了 () 在 耳 内 的 对 数 残 数 。 下 面 更 基体 地 考 脱 一 下 姑 个 量 的 
音 闷 。 更 在 局 是 简单 阴 曲 灿 ， 赤 名 = (9) 在 如 于 硬 上 人世 描 图 出 一 


条 央 曲 各 。 但 logy 人 所 夯 的 直线 刚 不 一 定 是 闭 曲 缮 由 于 


1 和 第 业 章 音 值 逐 部 的 正则 性 哩 王立 桔 点 


Fa 


所 上 (11 .23) 吃 将 这 个 一 般 地 非 开 曲 悉 西端 的 府 用 2rt 除 后 所 得 
的 数值 。 因 为 
log f (2) =log | | +iarg/f (2),， 
所 以 jz 在 CC. 上 旋转 一 周 时 ,log | 了 | 仍然 加 到 量 发 夺 而 不 发 生 挛 
化 。 至 于 arg (2) ， 座 必 == 了 (2 所 画 的 曲 米 图 粹 久 =0 旋转 站 次 
(以 1 一 0 六 中 心 , 反 时 于 再 面 沟 正 , 顺 时 斜 瑟 辐 
为 员 ) , 刚 最 初 arg 了 (2) 的 值 与 最 后 的 值 的 闫 恰 
为 285 玫 。 改 这 时 1og 了 二 的 这 为 3 天， 和 结果 
{11.23) 生 下 一致, 砍 定 理 7 可 以 改 述 为 
疼 11,4 定理 8 复数 球 匣 上 有 由 入 单 闭 曲 缆 (不 
通过 2 二 20) 所 包 图 的 域 D, 音 值 画 数 了 3 在 卫 内 部 全 和 富 , 在 
UO 下 正则 且 不 等 于 寺 。 当 ?# 语 C 关于 喇 为 正 向 旋转 一 同时 ， 洪 
了 (2) 的 恒 角 发 年 的 莹 为 2 下 大 ,其 
EF=N-P, 
其 中 让 , 卫 各 为 了 办 在 口内 夫 点 及 极点 的 个 数 (重复 零点 或 极点 
应 按 重 复 的 次 数 计 算 )。 
征明 由 于 了 (0) 在 C 上 不 能 为 堪 , 也 趟 能 是 se 且 C 六 复数 
球面 .上 的 紧 集 , 命 
一 mi 了 了 |， 9 一 maE |f |， 
划 0<F<9< 十 ce。 故 满足 
U2 2 | <29 
的 了 (包含 OQ, 且 在 DUC .上 为 开 货 , 命 避 天 示 这 个 集 , 在 全 内 作 
折 入 CC" 江 近 人 时, 则 下 ,六 ,了 椒 变 ,而 C' 为 可 座 长 租车 明 曲 太 。 
把 上 面 所 迹 的 考察 适用 于 C， 则 定理 8 与 定理 了 变 玻 是 相同 的 。 
定理 8 通常 眶 做 幅 角 原理 , 到 有 时令 名 = 人 在 竺 面 w 上 所 兽 
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前 ] 井 才 关于 点 人 一 0 的 引入 数 (induangszahl) 。 
Rouche 于 -18062 补丁 出 一 个 天 于 方 竹 根 攀 个 煞 隐 自理 ， 这 个 
定理 可 以 和 开 测 出 定 理 8 宇 出 。 
定理 9 (Rouché 定理 ) 诊 Gaugs 下 而 上 的 和 过 通 有 界 城 号 
的 边界 是 卫 ， 关 两 个 单位 画 数 矿井 在 如 内 正则 ， 在 阿 域 
DU 过 徐 ;二 在 了 
| 二 |， (41 .24) 
央 了 (和 与 2) 二 (和 在 也 内 有 相册 个 数 的 圭 点 (重复 圭 点 应 按 重 
复 的 次 数 计 算 )。 
三明 首先 f(D) 及 了 2) 十 gt2) 在 工 上 为 过 艇 ,由 i11.24) 知 
道 它 们 的 彼 对 值 满足 | 四 |>0, 7 的 二 gi 罗 | 宇 | 了) | 一 | (2) | 
0, 虐 由 了 是 有 和 虐 央 集 知 道 
min Ft) | ， min 了 + (2) | 


同时 区 是 正 数 , 所 以 在 一 的 附近 上 (全 太 了 (3) 干 8 (和 0 都 这 有 可 ,从 
而 了 了 (2) 及 了 (2) 十 gt(2) 在 石 内 根 的 个 数 都 是 有 和 穷 个 。 另 一 方面 ， 
由 于 min{|f 的 | 一 1 9 由 也 是 正 数 ， 故 在 

也 上 能 够 作出 % 个 折 黎 荆 ' 肖 近 本 ,在 六 的 

内 部 了 (2 了 二 十 中 (区 的 根 的 个 数 没 有 改变 ， C ~- 

和 井 旦 在 了 T' 上 | 人 | 一 |9 过 |]>0 成 立 。 把 折 

绕 二 用 在 五 内 不 过 了 于 交 过 的 根 图 11,6 
的 六 入 ?ys yi 巡 车 起 来 ,使 忆 的 残余 部 分 成 为 单 运 通 正 ， 
加 图 也 ,二 所 东 。 田 六 半 的 再 向 是 关于 也 的 正 疝 ， 对 于 字 ; (=-1， 
2 一 ,一 1 则 往返 各 一 次 ;应 用 定理 8 于 了 了 (2) 及 9 十 gp (9) ， 持 
注 党 幅 骨 的 盖 的 计算 是 可 以 与 曲 钱 弧 的 厦 序 无 甘地 加 起 来 的 。 利 
当 于 入 如 一 二 2 nn 一 了 的 部 分 由 于 往返 各 一 次 故 正 黄 相 消 , 因 
此 没有 考察 的 必要 。 相 当 于 了 ' 的 都 分 ,就 由 个 冰 曲 入 用 


1 中 上 这 音信 画 数 的 正 下 性交 隆 站 在 央 


JOY+7 的 FT 人 sET', 


arE{7 (OD +p} argf (2) Farg{Lt 2 -| (11.25) 


计算 。 对 于 IF 他 汪 ， 机 于;g/| <1, 故 g/f 不 论 搞 给 怎 伴 的 钱 
六 常 在 | 九 | 过 内 ,所 以 I 十 w 不 能 园 米 w=0 旋转 。 从 而 


arg|1 十 9 | 


对 于 任何 地 曲 殉 它 的 六部 是 再 ， 故 看 (LL.2B) 秽 arg{ 了 (2) 十 p()} 
与 arg 站 2) 的 着 和 相等。 这 样 由 定理 3 知道 定理 393 成立。 
5) 有 理 图 狼 我 们 已 多 定义 有 理 卫 数 f(s) (参看 $6 的 沁 . 
汐 珊 个 有 理 整 和 多项式 
Ps) = 二 的 2 二 十 人 3 
Oz) =P0Tas 二 on nO) 


的 比 ,B] 
_ Pt2) \ 
f(g) 外 (2 和 (11.26. 
本 小 和 所 就 其 疝 点 的 情 流 找 册 有理 醒 数 的 特征 。 
首先 由 有 理 整 和 多项式 
FF) C= 二 eT dl1.27 


的 形状， 可 起 看 出 在 Gauss 平面 上 坷 处 单 值 正 则 。 汉 2 一 人 0 为 中 
心 、 琵 分 天 的 什 径 作 图 卫 ， 使 在 上 及 其 计 边 (2) 关 0， 其 次 命 
HH (2) ~ 《en Tg) 9 


则 Jim 香 多 -一 9， 故 在 图 周三 上 有 |9 的]< 坟 的 |， 直 Roneh 
定理 知道 ， 在 二 的 内 部 了 二 号 2) 全 843) 一 路 有 相同 个 数 的 
禄 , 朗 有 个 寺 点 。 因 此 就 明了 下 列 定 理 。 

定理 10( 代 数学 基本 定理 ) wm 次 有 理 整 多 项 式 在 Gauss 平面 


上 恰好 有 个 寺 点 (其 中 重 根 上 自然 应 当 皖 它 的 惠 复 度 计 算 )。 


革 革 可 去 兰 点 ,被 碟 1 

全 命 为 (2) 的 一 个 根 , 因 了 (3 被 vw 一 a 陈 时 ,余数 为 了 (9)， 
起 了 3 能 被 允 一 和 整除 ， 

fl2) = 0) pt2), 
其 中 多加 为 WW 一 1 次 的 有 理 整 多 项 式 。 因 此 ， 当 了 (%) 的 根 为 中， 
ra on 时, 则 下 式 瑟 科 : 
fe si) sg— 0 ), (1.28) 
比较 两 端 最 高 次 的 柔 数 有 = 一 am。 应 用 这 个 戎 果 旋 明 下 列 定理 。 

定理 芒 单 值 阔 数 了 (2 分别 是 

(DD) 常数 ; (有 理 整 大 项 式 ; 43) 有 理 醋 数 
的 充 要 条 和 件 为 

(了 在 复数 球 秦 各 点 正 唱 ; 

(32) 在 Gausa 于 面 上 的 种 点 正则 ,至 多 在 2 一 52 有 极点 (所 请 
于 名 有 极点 是 说 正则 或 有 极点 的 意思 ,在 (2) 中 如 没有 极 氮 则 化 成 
(DD 的 情形 ); 

(3) 在 复数 球面 上 至 多 有 极点 。 

丁 明 ”六 要 条 件 。( 了 是 显然 和 的。 (2) 则 将 有 和 理 整 多 项 式 例 如 
(11.27) 展 成 在 :一 co 的 Lanrent 逆 数 ， 这 一 般 数 实际 仍然 和 
[1.27) 一 狼 。 因 此 2 一 co 为 了 加 的 1% 闻 极点 。(3) 的 时 懂 ， 衣 有 
理 画 数 是 (11.26) ,由 ( 寺 . 双 ) 命 卫 (9), 归 (2 和) 的 帘 点 各 汐 拒 y021'…， 
oa? B13 Has , Bm 


fz) = Rh (%~ a1) (2— ca) Cd 加 (11. 20) 


| 


bn 2— Bi) CD Go— Bm) 
因此 B81， Bs，…， Bw 为 可 去 奇 点 或 极点 。 在 Gauss 平面 上 的 其 他 
各 点 (人 正则 。 在 :一 co 处 当 ww 时 有 nm 一 w 般 极点 。 其 他 的 
情形 在 * 一 co 正则 。 

充分 条 件 。 人 满足 时 , 因为 在 :一 co 的 邻 域 ,次数 由 有 界 , 于 
是 在 伪 Ganss 平 商 有 界 , 由 Liouville 定理 了 (人 为 常数 。 
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2) 的 情形。 在 2 二 0 的 邻 域 可 以 展 成 者 般 数 ， 因 其 收 芝 后 径 
为 ce， 页 它 也 是 在 ?一 ce 处 的 Laurent 展开 。 和 由 假发 3 一 ce 为 极 
中 展开 式 上 只 有 有 有 次 项 :其余 全 为 需 , 部 祖坟 为 石 理 又 多 工 式 。 
(3) 成 并 时 , 因为 算数 球面 是 紧 第 , 收 极 点 的 个 数 只 能 是 有 穷 
全 全 的 模 扣 , 在 模 点 各 申办 的 主 部 


一 坟 ) te 为 有 穹 数 时 ) 
或 


Pi(s) (=00 时 ) 
性 未。yws=0 的 情形 显然 是 对 的 , 邻 命 v 汪 0, 考察 两 数 


9 = 了 一 写 P( 二 -) 


(其 中 一 oo 的 情形 则 用 2 代替 -一 一 )， 


则 82) 在 复数 球面 上 的 任 合 点 都 正则 ; 故 由 妃 ) 知道 8 是 一 党 
涩 ,让 942) 三 0O ;或 
f= 加 P(e) +. 

由 上 式 的 右 疾 可 客人 是 有 理 而 数 。 

我 们 已 丢 放 完了 定理 1f。 在 这 一 证 朋 的 {11,29) 中 显然 可 专 
再 出, 有理 六 娄 的 有 和 续 极 点 为 训 个 ,有 和 穷 寺 点 为 和 % 个 {其 中 检点 与 
者 点 相 重 他 时 应 从 双 二 羧 去 相同 的 数 ) ,在 := ce 处 车 站 > 有 有 
员 盖 了 机 的 概 点 ， 有 = 和 时 则 为 正则 不， 和 时 划 有 闻 一 由 般 的 党 
点 ， 钢 此 震 点 的 总 个 数 与 极点 的 总 个 数 相 等 。 引 这 一 车 果 得 册 下 
列 重 要 车 下。 

有 理 图 数 了 (2) 避 示 成 如 0.26) 那 伴 为 两 个 有 理 整 多 项 式 
六 (和民 () 的 比 时 ,车 了 (为 及 2) 有 公 因 学 , 旧 由 Euelid 的 驾 转 
相 除 法 可 求 出 它们 的 最 高 公 因 子 ， 然后 瑚 由 了 人 多 ,日 (2) 中 消去 这 
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一 最 高 公 因 季 ， 因 此 我 个 不 妨 一 开始 就 斌 作 产 全 ,入 全 沪 有 公共 
因子 而 高 
fF PR), ‘11 .80) 
这 样 由 卫 ( 失 日 { 四 所 委 示 的 (14.30) 夺 做 谣 葛 形 ， 这 时 导 (2 的 次 
数 于 及 名 (人 的 次 数 ww 中 整 大 的 一 个 ;叫做 有 理沙 数 了 (2) 的 次 数 
(degree} 。 
定理 访 不 是 常数 的 有 理 图 数 (2) , 妆 ?在 复数 球面 上 移动 
时 ,期 蒋 复数 球面 上 任意 值 的 奖 数 和 攻 相 同 , 若 且 这 个 次数 与 (2) 的 
次 数 一 政 (其 中 f(2) 所 取 的 值 海 各 二 0 时， 出 这 时 zz 为 极点 )。 
六 ( 四 到 歇 个 不 相同 的 加 值 的 zz 在 Gauss 宇 面 的 位 什 及 重复 次 数 入 
定时 ,这 和 样 的 有 理 画 数 六 为 就 能 够 求 出 来 。 
吓 明 焙 定 的 值 浅 =a 是 第 及 2 的 情形 前 珈 已 区 床 明 了 。 因 
中 班 在 可 以 假定 a0, 0。 由 总 ) 作 
8 2) 一 了 人 一 Cs 
即使 2) 一 站 的 乒 与 3) 的 秆 点 一 发 。 因 此 ;了 了 (2) 到 的 次 数 与 
区 的 项 点 的 个 数 祖 同 。 因 9 他) 也 是 有 理 醒 数 , 故 这 个 数 等 于 
8 2) 的 次 数 。9 用 妍 芍 形 式 
9- 
表示 时 ， 基 (2) 人 也 是 旗 攻 形 , 昌 易 知 9) 与 了 人) 
的 次 数 祖 等 。 志 以 了 六 取 4a 的 辐 数 与 了 9) 的 次 数 相 等 。 
定理 的 最 后 部 分 ,由 于 a 关上 8B, 不 大 普 静 性 可 设 后 关 b。 分 
(+ 
{2) (Br 
筱 求 了 ()， 只 须 指定 9 人 的 的 履 点 及 极点 的 位 转 及 重 沉 府 。 设 位 衣 
各 为 029 ee BB1y Ba，"*…'， Bm， 重复 度 各 为 入 人， 
9 32 pp 9m9 则 得 出 3 的 解 为 


13d 弟 营 间 秆 重 阔 的 于 基隆 受 氢 站 奋 点 
i Ja 
or 
因此 了 (2 就 发 确定 , 且 满 足 定理 的 条 件 。 

我 们 计算 第 点 及 极点 的 个 数 , 一 交 是 官 接应 用 (11.29)。 应 用 
定理 了 世 可 以 简 单 地 得 出 相同 的 竺 果 。 理 出 是 只 枝 有 理 落 数 不 恒 
等 本 第 ， 则 年 Causs 于 面 上 有 一 点 加， 使 了 (x0) 于 0， 并 及 加 不 是 
(人 的 极点 。 上 入 为 为 中 心 、. 充 分 小 的 千 径 作 面 。 命 恕 表示 圆周 ,O 
上 遇 首 部 为 六 ,由 部 为 Di 图 的 于 径 到 妇 小 时 可 使 了 和 3 在 上 内 为 有 
穷 而 不 等 于 下。 故 了 在 山 正则 ,因此 


1 | 大 
| 0. 


从 而 


1 | FG) | 
i) 0 


一 鸭 闫 于 口 的 外 部 为 正 向 的 边界 。 故 由 定理 ”必定 太一 P. 
用 了 (代替 了 /关于 CO 及 施行 同样 的 计算 ， 再 引 用 定理 
6, 这 样 就 得 峡 以 下 的 烙 果 : 


| 

定理 夫 有 理 轴 数 所 有 极点 的 厂 数 与 在 2 二 09 的 一 孝 的 和 为 
需 。 

但 须 律 前 一 ce 维 是 融 数 的 正剧 点 ; 直 的 疑凶 一 般 趟 符 干 需 。 

6) 孤立 本 性 冰点 , 0asorati- 克 Weierstrass 定理 太 节 日 角 
虽 是 研讨 可 尖 盏 态 及 极点 ,但 关于 琴 种 都 不 是 钧 , 妈 孤 立 本 性 奇 点 
的 性 项 ,由 上 壕 知 果 地 能 人 能 条 音 理解 的 ,末了 诊 带 人 手术 于 此 。 

我 侧 马 郊 知 道 , 单 值 画 数 关 夫 在 它 的 正则 点 或 可 去 谢 点 和 处 ， 
lim 了 (%) 太 和 企 且 有 和 ;, & 是 慨 点 的 村 候 ， lim f (2) 嚼 锁定 ,但 宦 的 俱 
为 co。 对 于 孤立 本 性 奇 点 ，Weierstrass 子 1876 年 发 现 了 下 撑 重 
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了 性质 。 
定理 至 (Qagoruti-Weierstrass 定理 ) 了 了 (21 以 复数 球 区 的 一 
点 为 牟 并 本 性 奇 点 ,¢ 为 复数 球 国 上 的 尾 意 伍 , 剧 3) 在 蕊 4 的 
邻 域 册 可 以 元 穷 接 近 ec 
定理 的 意思 是 就 ， 烷 定 任意 的 6<， 能 够 在 5 的 邻 域 取出 点 刘 
2 Bo 
lim 5 一 必 。 lim Fsn) = ‘11 .81) 
司 时 成 并 。 
证 明 信条 用 归 杂 潜 斌 有 曲 人 这 一 定理 。 假 定 在 复数 球面 上 有 有数 
值 ¢ 在 在 ， 和 性 何 漠 足 lim 为 一 名 的 点 列 好 不 能 使 lim ¥ (2,) 一 4 议 
衬 。 对 于 这 个 c 有 长 为 中 心 的 球 帆 上 太 (9) 及 忆 6 为 中 心 的 球 幅 
多 ， 当 2E 广 肘子 (2) EV (eo). 
6 一 co 时 的 在 (二 两 为 有 界 。 因 此 再 定理 1,2=& 是 子 人 2 
的 可 去 吞 点 :这 与 题 襄 记 背 。e2 为 有 穷 数值 时 , 考 姨 
1 
9 (2) pe 
则 8 在 了 人 o 内 除 总 总 外 为 痢 值 正则 且 有 界 。 因 此 2 二 为 有 人 
的 可 去 背后 ; 改 & 可 以 考 感 为 9() 的 正 其 点 。 才 9(9) 一 0 则 了 他) 
一 2 从 而 了 人 2) 在 2 一 gm 有 援 点 。 和 菩 9g 天 0D， 则 了 人 一 6 从 而 了 (2) 
在 x=5 上 正则。 任何 清 沈 下 * 一 2 邦和 不 是 本 性 兰 点 ,与 题 设 固 哲 。 
(证 毕 ) 
构 氮 日 基 是 奇 操 ， 恒 有 很 多 和 正则 点 接近 人 的 地 右 。 和 可 据 这 一 
瑶 让 ,可 特 扳 立 本 性 亩 点 更 一 般 化 ,考虑 六 站 在 x 一 & 的 健 域 除 & 点 
本 身 庆 是 咎 粮 (有理 型 ) 的 捕 形 。 这 冬 的 5 姑 岂 做 一 般 孤 正本 性 奇 
凡 。 尖 于 这 种 奇 点 ;可 以 得 出 完全 与 定理 14 同样 的 车 时 。 
定理 1 单 值 画 数 六 的 以 2 一 和 为 一 般 狐 立 本 性 奇 点 的 情形 ， 
对 于 复数 球 答 上 的 任意 值 “ ,有 满足 gn 二 的 点 列 1%.f 闻 在 ;使 
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竺 lim f(z,1 一 

性 明 ”假定 有 球 幅 六 (o) 及 矿 全 , 当 zEV (时 f (0 EF 人 0)， 
这 样 6 一 o 财 六 二 在 大肉 玻 有 要 点 ;因此 邮 攻 为 定理 专 的 展 
形 。5 为 有 和 穷 的 铺 形 , 售 


1 0 
9 {2) 一 下 二 0 (11 .32) 
所 与 定理 14 的 证 朋 完 全 相同 ; 即 能 推导 壕 窝 求 的 灶 果 。 但 在 
(11 .32) ,2) 在 2==5EV (WD 有 要 点 时 ,应 当 命 588) 二 0， 
单 值 画 数 (2) 4 一 9 的 邻 域 除 & 本 身 和 外 正则 的 情形 及 秆 者 
的 谤 形 之 间 最 大 的 差别 是 正则 的 时 候 , 当 在 了 包 国 & 点 的 由 甸 了 ， 
人 =1; 2 …) 上 了 人 有 界 旦 局 收 笋 于 ae 点 (更 详 交 的 就 刚 为 
lim p(T a) ~0) 时 , 点 4 为 可 去 的 ; 但 竺 纯 的 时 候 就 没有 这 种 作 
质 。 例 如 在 


lz 
COt 2=— 2 ( St) 


中 ,考虑 点 6 一 coy cotz 在 Qauss 下 和 锦 虐 半 郑 , 故 & 一 co 为 totz 的 
一 般配 并 本 性 奇 点 。 介 ;为 忆 2 二 0 为 中 心 , 边 长海 (2n 十 7T 的 
正三 形 ( 边 在 行 于 仅 标 韩 ) ; 其 在 卫 , 的 周 界 上 有 1cotz| <2。 事 实 
上 , 命 2 一 z 十 多 ;期 当 14| 一 (mn 十 于 )z 时 ,有 


1—e 3 | 
je 


又 在 |y| 一 (% 十 二 j)== 处 ， 由 于 e383, 夏 


|cotz| 一 一 一 一 工 ， 


| privg 327. -1 ] Ba 小 工 Enfd 十 二 
| gring 2 — 1 |e 一 1 1 本 本 


这 时 当 >co 时 工 : 收 化 于 < 一 co。 
.Picard 于 1879 年 把 Uagorati- Weierstrass 定理 推广 疙 下 
列 定 理 。 


eot 2| = < 


19 Morera 定理 大臣 庶 痢 TI27 


定理 16 单 值 尔 数 关 it 以 2 二 a 为 一 般 航 了 立 本 性 奇 氮 了 时， 其 
多 除去 两 个 (复数 球面 上 的 ) 值 外 ,了 (9) 在 z= 的 任意 邹 域 到 剩 人 病 
有 歇 所 有 全 5. 

定理 的 音 思 是 说 , 在 复数 球面 上 至 考 右 右 , oa 可 个 什 检 下; 当 
081， 0 天 06a 时 有 满足 


lim 加 一 下， fn) 一 人 
网 一 ce 


的 点 烈 节 中 存在 。 

证明 这 个 定理 及 其 推广 是 第 了 章 的 主要 目的 , Picard 在 得 出 
这 个 定 还 旗 明 之 前 , 先 发 表 了 下 面 的 比较 盘 音 的 推 萄 。 

村“ 不 是 有 理 整 画 数 的 任意 至 画 数 ， 最 多 有 一 个 有 穷 值 是 例 
外 ;对 于 其 他 的 所 有 有 穷 值 取 无 穷 才 次。 

因为 整 画 数 在 Gauss 村 面 上 没有 极点 , 故 命 o= coe=co, 然 
后 即 可 适用 定理 16, 所 以 这 个 系 是 定理 16 的 特殊 和 情形。 上述 系 
通常 叫做 人 icard 小 定理 ， 定理 16 相对 地 中 做 Picard 大 定理 。 


$12 Morera 定理 及 其 应 用 


(JaUchy 定理 的 省 定理 ， 可 用 (auchy 定理 精 革 之 -一 的 Goursat 
定 还 答 单 推出 ， 

1 了 orera 定理 下 则 定理 1 是 Morera 于 1886 年 发 现 的 ， 
因此 器 做 好 oreFfa 定理 。 

定理 1 在 Gauss 平面 域 六 定义 的 单 值 连 奈 笛 数 六 2 ,对 于 
任 全 了 D 内 的 短 形 ,类 形 的 边 平行 于 举 标 身 ， 短 形 的 内 部 不 包含 呈 
的 过 属 硫 ! 训 是 


| (0az=0 《其 中 丁 为 矩形 的 周 界 )， (12.1) 


如 了 (四 在 卫 坏 正则 。 
媳 明 人 帝 zz 为 凸 内 的 任 一 点 ， 以 zz 为 中 心 、 充 分 小 的 年 径 画 
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图 靖 , 及 的 周 界 及 内 部 能 售 先 全 包含 三 司 因 。 其 次 全 各 为 3 
内 的 一 点 把 它 间 定 , 岂 为 红 发 到 8 内 一 点 入 三 析 如 CC, 使 口 只 
由 直行 于 坐标 翰 的 多 段 构成 , 膏 这 折 儿 OQ 的 积 4 


(0) | f Wo (12.%) 
由 (2.1) 知道 只 与 加 ,2 有 美 而 与 积分 路 各 局 无关 (0 应当 限定 在 
访 内 )。 因 此 积分 2., 妨 在 访 中 疙 为 的 单 值 图 狗 i(z6 汐 辐 定 )。 拒 
它 在 2 红 二 8 微分 时 , 导数 存在 是 等 于 了 2) ( 凑 看 5858 例 1)。 国 此 


FF 一 (| fd (ES, OES) 


在 六 内 单 值 正 册 , 宪 的 导数 等 于 (机 ff( 中 是 疼 人 条 正则 豆 数 的 
导 夯 孝 , 由 Goursat 定理 知 请 分 世 存 点 内 正则 。 

有 定 理工 (Mozera 定理 ) 中 了 的 短 形 可 以 换 成 正 碳 形 , 这 时 定理 
仍然 戌 袜 。 

2) Paipleve 定理 ”PEainleve 于 1888 年 证 明了 下 列 定 理 。 

定理 Gauss 全面 上 有 岗 个 域 Dl， Ds, 以 一 可 论 长 的 各 董 


昌 杂 荆 为 边界 ， 捍 和 焉 了 的 间 山 。 若 单 伍 图 数 
/ 部 下 其， 唱 了 (22 在 副 个 玻 DUTU 内 部 正 


图 12.1 央 。 

财 明 ” 作 任 意 的 正 话 形 台 连同 其 内 者 售 于 整个 城 ZUE UDP 
的 内 痢 , 使 玫 疡 售 六 的 一 部 分 ,及 人 包 合 Ds 的 一 部 分 。C 的 内 部 4 
与 六 的 公共 部 分 4 站 厂 : 莹 名 分 为 可 数 个 域 由 42 它们 的 过 
经 72 由 马 及 三 的 一 部 分 构 肪 。 因 此 4 人 一 革 2 9) 中 
不 花 是 那 一 个 部 是 音速 通 的 , 故 昌 Uauehy 定理 有 


| Dee=0。 (12.3) 
同样 4 位 Ds 也 汪 至 劣 分 为 可 数 个 单 过 通天 由 4 和 攻 们 的 边界 
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| f (2) d=0 Gn 1 2, *…). (12.4) 


对 于 充分 案 的 了 Tw 把 (12.3) 及 (12. 扣 相 加 ， 基 边界 人 在 + 上 的 
邦 分 , 车 在 D1， Ds 两 侧 归 出 更 的 时 候 , 则 积分 变数 的 运动 方向 性 
好 相反 ,互相 托 消 。 因 此 可 任意 搂 近 
| Ff (gy dy (12.5) 

因此 (12. 司 等 于 0。 胡 由 Morera 定理 知道 在 DUITUDs 必 
汐 正 其 。 

3) 可 去 集 如 定理 2 中 的 疡 ,了 人 在 三 上 实际 昌 是 正则 的 ， 
但 最 初 汕 有 假定 是 正则 始点 集 , 这 样 日 然 号 可 去 奇 点 有 联系 。 用 
至 多 可 数 个 图 CCD … 复 盖 这 个 点 集 工 , 且 此 等 略 的 盾 径 
nm 的 和 立 mm 小 于 预先 答 定 的 任意 正 数 , 则 虹 做 如 的 长 或 卫 的 一 
蕉 测度 (Linear ImeasuTe) 为 夏 。 

定理 3 Qauss 平面 上 的 域内 本 -~- 杂 测 诗 为 0 的 有 午 内 集 
站, 戎 单 什 画 数 了 (2 在 品 有 界 ， 在 DD 一 了 下 则 ， 则 (和) 在 和 全 了 
的 任 关 如 处 ,极限 慎 

he 

存在 , 且 用 这 个 什 定 义 汶 六 (2) 时 ; 则 了 的 在 D 内 部 的 各 点 正则 。 

配 明 荆 是 有 界 胃 集 且 含 手 城 司 内 , 因 之 在 了 内 可 以 带 阅 得 
单 折 炎 C0, 使 0 所 包 图 的 域 4 含 于 吃 , 划 且 卫 合 于 4 的 内 部 。 其 
次 , 由 于 并 的 一 蕉 测度 为 0, 对 于 尾音 粮 定 的 正 数 s, 有 至 多 可 数 
个 图 人 ，03;…， 它们 的 内 部 亿 能 够 把 六 复 汪 ， 村 且 这 些 略 的 咎 
径 和 > 小 于 8。 国 为 0 的 外 部 与 六 的 距 询 p=p(0, 了) 是正 
数 , 取 8 过 三 , 则 On 二 1, 2,…) 完 全 在 0 内 。 另 一 方面 ,由 于 站 


T30 第 相合” 单 什 融 溉 的 正则 性 及 乞 亚 六 永 
是 紧 集 , 故 有 笋 个 
Ci, a ‘a Cy 
就 能 够 把 六 复 盖 。 这 些 圆 的 内 部 的 余 好 为 开 焦 , 命 纺 表示 它 的 
边 他 ,对 于 


24 (UO (2 .人 
的 >， 有 


f (2) =— | 下 Ce) dt + 到 了 | 芭 de, (12.7 


了 动 有 界 ， 故 有 渗 足 | 了 (2) | ED 的 型 存在 ， 和 再 他 ， 
与 人 的 中奖 为 心 ， 则 


这 学 吕 


到 | pe (E) 4 二 A y 1< Ms/6, (12.8) 

其 中 为 0 的 长 , 它 小 于 27 7,， 和 2r3s。 信 2 人 4 一 二 扣 反 

2 加 定 ; 使 5 收 襄 了 于 需 ， {12. 晤 一 定 肛 下 ， 磷 {12. 门 由 成立 ， 插 且 
(12. 妃 右 回 第 二 项 等 于 0 
冯 妆 # 和 了 一 瑟 时 .有 


7 办 一 本 | 4 下 . 


6 一 
上 式 右 嫂 部 全 和 在 二 也 是 正则 的 , 政 定 理 3 成 立 。 


4) Fompsiu 的 鲍 ”关于 是 理 3，Pompeiu 于 1905 年 提 册 了 下 列 有 趣 
的 二 .人 信 工 雪 示 长 床 鸭 工 的 区 去 0< 关 ze 总 1 pyy91 为 满足 0 天 二 二 1 91 = 二 1 一 各 
的 商 个 正 数 。 阴 开 区 五， 它 的 长 为 菩 ， 四 点 与 工 的 下 点 一 致 ， 自 工 除去 五 


后 , 两 侧 还 各 剩 长 如 的 玉 区 并 。 命 了 (0) , 工人) 傅 式 玫 示 这 两 个 区 隔 。 共 
次 命 p2; 后 为 满足 0D<p<1l) gq5 一 1 一 pa 的 两 个 正 数 。 各 到 以 了 (0) ; I(D 的 
中 点 为 中 点 ,长度 为 《 司 ] ps 的 开 区 间 ， 把 这 些 开 区 则 除去 后 ,两 侧 镜 长 许 为 
( 笃 笃 ) 的 月 区 则 。 命 100, 从, 了 TO0, DD 工人 0 工人, 1) 会 将 天 示 这 四 


个 区 妆 。 其 浆 再 命 B; gs 流泪 里 0 二] gs 二 1 一 ps 的 正 狼 ， 同样 地 作 下 
去 。 这 样 反 复 作 到 第 关 式 1 上 月 工 去 掉 的 部 分 的 至 长 为 ; 
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p12 pa dg) Ca/ Dp i 1 2) Pn 
= {1—g) + +tl— ge) 一 十 国人 一 人 
=]— gn. 
所 以 剩 下 的 名 个 角 区 出 的 金 共 为 的 ga 各， 特 踢 储 


入 
pr=(— TT) 1 dn 二 nt 


了 3 十 工 (#1y (十 二 
有 
4 
一 (4 二 1) 于 


改 请 we 时 ， 们 能 剩 下 的 部 分 4 的 长 麻 为 二 。 对 子 0<y<<I 也 用 同样 的 
作法 得 出 长 度 为 3/2 的 已 散 完 全 集 卫 . 若 命 4x 巴 夹 示 满足 z€ 4，yE 有 B 的 
点 (zy 切 药 全 体 ! 出 4x 旦 的 面积 为 邢 。 命 
EE=AixB, 
复 变 丽 数 
fi8) -去 | 时 全 ， 一 好 十 这 9 (12.9) 
就 是 欲求 的 Pompein 鸭 籽 。 
CD 了 (在 全 Ganss 平面 单 值 束 镇 生 有 界 ， f(s) 在 oaE 卫星 然 这 熏 ， 今 
证 明子 (站 在 s0EB 的 点 3 二 #0 溃 筷 ， 
为 此 ， 以 为 为 中 心 、 以 1/#(n=1 2 …) 为 守 条 作 图 ,五 的 点 在 这 个 加 
内 部 的 时 作 本 其 余 的 部 分 时 作 到 ,其 


-1| dards | dd? 12.10 
f(s) A 于 + 训 中 守 上 一 号 (Te .0) 
人 
ls 去 | < 去 -| dd 
Bx : 一 号 | Ei | — gn | 


人 =To 二 iyoy fi C008 fq Yo 二 FSin8y [由 于 
mr | 
1 | ddta 1 [> 四 = 三 ， 
2 


2 nn a0 | 2 40 Ja 
鼓 一 孝 地 ， 


| dtro 
Es > {3)， 


上 列 积分 在: 二 ”是 巡 刍 的 / 故 了 () 在 5 二 加 过 入 。 肥 显然 


192 第 4 这 单 值 强 数 的 于 时 性 及 禾 外 豆 襟 

-Jin FEY = , 
这 了 (32) 在 全 平面 有 内 。| 7 | 的 最 大 书 当 在 吾 达 到 ， 杰 人 2.10) 中 命 
n 一 -> 了 第 一 积分 小 于 4, 第 一 积分 为 0 ! 因 束 为 空 扒 ; 。 

(3) 了 (的 和 在 ssE 瑟 正则 。 酒 3E 五 于 , 国 五 是 采集 ,区 2 二 2p (人 0) 可 二 0, 
太一 上 方面 虫 上 的 构 不 塘 渤 ,在 nr 步 操作 中 ,x 堤 , Vy 四 上 者 出 吏 兴 个 芭 区 陆 
Thiybay 3 1) 3 ty 二 必 联 荆 Cr 一 耳 ， PE 
这 样 的 区 间 浊 有 种 个 为 简便 起 忆 用 好生 =T 2 … ,3 大 示 ， 今 任 这 挑选 
注 是 于 EE 本 作 4y ENB 的 后， 好 命 

= 站 一 对 十 总 ， 


则 召 0 《于 x 了 7 的 面积 洲 ( 到 )( -这 - ) 页 由 积分 购 定义 有 


1 fara i ws 1 1 
到 | ， 一 训 lm 4 dn ug gy Dt * 
对 各 是 于 守 # 的 自然 歼 2 和 营 时 yi 合子 如 作 ;由 于 这 短 形 的 址 笃 蚌 
BI) < 2 /a 


族 
1 工 v3 
一 了 一 名 | A 


因此 对 z 褒 ; 极 限 lm 4 -一 歌 收 竹 .只 要 2sEE,A, 是 # 的 正 出 关 黑 此 f (72) 
= Hm ;是 # 的 于 着 可 [ 数 。 
(3) 了 了 (2) 不 千 于 币 靳 。 这 是 由 于 Dm f (3) = 而 D0 二 0, 事 实 上 


了 全 -去 | 几 生 — tn 1 
f (0) 3 |e a i dedes 


RF CO) -二 用 a dt 


命 满 足 刀 之 评 的 加 的 部 分 为 机 ,天 天 的 面积 丛 好 是 轧 的 面积 的 1/2, 更 出 
于 注 十 操 所 3; 故 


1 flrs 1 [I1/3 ge ge, 1 
RO0) > 到 用 性 了 全 ~]|| 
i 了 1 


由 Liouville 定理 , 知 了 (3) 在 中 至 少 有 一 个 闪 点 。 重 复 ( 加 的 证 法 , 可 
以 知道 百 鬼 所 有 感 都 是 辣 感 。 
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BY 工 ooman- 了 eHvl08 定理 在 Ganss 平 而 上 的 域 六 内 于 (人 3) 
单 值 连 粮 ,例外 点 集 五 (可 己 荔 是 可 浆 全 时 ,Looman 于 1923 年 答 
出 了 下 列 定 理 , 但 话 明 是 不 完备 的 ， NearpImOoB 于 1933 年 计 正 了 这 
个 矶 隐 司 。 
定理 生 已 是 Ganss 平面 上 的 域 ， Fo 在 也 单 填 连 炉 。 总 是 
从 于 了 的 至 多 可 数 点 集 , 在 已 一 五， 
fF um 全 十 到 全 
的 实 部 与 车 部 4 9) ,2 0, 甸 的 一 阶 慨 导数 
Bu Bu bv 2v 
Br’ Oy Br’ Ov 
右 穷 ,存在 ,是 除 汉 苇 Lebesgua 测 弃 需 集 ,满足 Uauchy-Riemann 
尖 采 式 


Da ph Du eb -ry 
Br dn Br Dr" \2.11) 
于 是 ,了 人) 在 整个 了 正则。 


证 明 备 介 狠 Weg5rmrmBa 的 证 明 。 
引 理 ”R 是 边 平 行 于 治标 韩 的 正方 形 ) 如 他 屹 是 在 天 的 肉 
部 及 边 挤 上 的 单 值 连 辕 实 夯 数 。 癌 是 侣 于 五 的 园 俯 ,下 是 食 妆 
且 边 平行 于 符 标 霄 的 景 小 矩形 , 命 总 的 四 个 项 操 为 (Ciy V1) (as， 
91 《81 ga (ay ga) 全 0ay 0 天 9 人 概 定 有 有 洲 正 荫 数 型 ， 
对 于 湾 足 
(ms Y) ES (w+i, y+E) ER 
的 有 所有 的 必 ， YY, 态 ， 友 ， 
iwtw+h, yr VNR|, 


| (12.12) 
[ww y+ we y) ,S| 
闯 ” 妇 村 : Menehoff: Bur la gtneraliz#tion deg conditiong de Cauchy- 
Riemaun, Fundam. Math. 25, Bo—97 (095) BB Hake: Theory of the intepral, 
i109 一 201、1937, 识 译 版 ,一 一 娃 者 入 


134 尔 二 合 ” 单 信 夯 数 的 正 期 性 吕 焉 立 奇 所 
防 芋 ， 虽 下 列 咎 和 轩 式 夏普 : 


tole gD wl, ge [Gay | <5Mmes(R~®), 


| 
| tw 3 一 时 一 [2 dody | <BMmes(R~ 人 
夫 


(12.13) 
这 里 俑 微 商 try tv 作 赤 除去 可 效 个 例外 点 存在 并 且 有 穷 ; m8s(B 
一 属 ) 表示 吾 一 音 的 Lebesgue 测度 。 

引 理 的 竹 闻 ” 首 党 ,下 显 的 定义 知道 ,BR' 与 z 轴 平 行 的 两 边 
上 省 用 的 点 地 琴 ) 2) 故 对 于 满员 和 有 去 过 的 所 有 的 
<， 有 

[te Ya) — Ww IE, Yr) 
< we Va) 一 要 人， Ya) | 二 {ww #9) — Www’, ya) | 
+ [tw (ww' , Ws) 一 | 二 | i 
因此 由 {12.12) 为 吾 的 边 长 时 ,得 下列 不 等 式 : 
[i te, Ya) 一 名 从， 的 ) | Sl, [12.14) 

其 次 , 命 意 在 z 赤 . 上 的 垂直 射影 为 
站 ,这 是 一 个 隔 集 且 合 于 阴 区 网 [ma 所 
| ; 命 尖 二 [所 六 wg] 一半， 对 于 满 
是 去 所 如 的 任意 的 用 宫 : 表示 满足 
(5 人 和 全 的 3 的 集 。 当 过 区 时时， 可 
名 者 碟 证; 为 空 集 。 生 为 一 组 的 闭 集 ,， 命 
信守 gj) 条 示 它 的 Lebesgue 测 庶 。 今 被 照 
以 下 时 拒 述 ,定义 实 丙 数 tw (237)， 
工 ) (8) EE; WD) 二 志和 ， 匀 。 
2°) 在 属 ; 9 及 E92), 仍 是 wD 一 要 )】G 一 1 3)， 
8”) 其 余 的 ?属于 喜 的 参 集 , 朗 至 允 可 数 个 祭 区 半 。 取 西端 


加 12.2 
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点 的 值 ,中 途 则 定义 为 粮 任 画 数 。 
这 样 ,除去 至 多 可 数 个 例外 点 以 及 余 区 阿 的 端点 ， 由 (人 存在 
皇 jast | 扫 型 ， 故 


w (E93) —w€, Y0) 一 or (93) ~ (93) —) wr (9) dy 
一 |。 We ty) YT | wr (Yay 
其 中 [yy 4 二 上 志和 入 ]， 
| Bw |! ] | 
te 2) Ww (EE, of1) | 5 ay <|| Wr 


[ris Ha] 一 二 


<M) dy—Mi{ Ly:, yd ~ Be}— My yd)}. 


将 此 式 闫 于 & 在 名 .上 积分 ,有 
| {wlé, 5) —w(E, ca at | 
<Mmes(R' —N) <Mmes RH, (19.15) 
其 次 ,出 (12.14) 
| fw(€, ya) —w(€, gn) | <4M1| dE—4M1-1() 
<4Mmest R$). (19.16) 
把 (12.15) 及 (12.16) 的 两 端 相 加 ,部 得 出 (13.13) 的 第 一 个 不 等 式 。 
(这 时 候 ， 由 于 | 寺村 , 才 由 Fubini 定理 , 重 积分 的 顺序 不 成 
更 题 。) 
调换 ” ,2 上 上 壕 推 荐 仍然 成 立 , 政 第 二 个 下 等 式 也 成 让 央 此 
证 明了 引 理 。 
定理 4 的 枉 明 ”用 归 讼 证 法 证 明 。 郎 假定 (从 在 也 内 不 正 


其 的 点 集 为 @, 且 旬 不 是 室 集 。 竹 联 @ 的 一 点 9 入 ?为 中 心 
无 分 小 的 于 径 作 国 ， 轴 的 内 各 为 4， 4 与 不 属于 也 的 点 的 最 短 四 


i136 第 #4 竟 音 值 男 半 的 正则 性 发 渍 立 奇 点 
信 是 起 数 。 
其 次 , 任 辣 掩 先 潢 up 记 1 的 自然 数 4 对 于 mr 二 上 十 1， 
上 二 2: 开 的 9 太 衣 内 朗 全 十 hy 人 全 卫 ,天 
auto HD — ute, y) | Sn | 12.17) 
成 立 的 人 肋 台 4 的 全 体 ， 卫 人 作 4m, 和 ， 
四 区 ,0) 巡 灶 ， 帮 4m, 丰 是 开 于 了 的 
矿 位 .3 集 。 再 伸 
Atm = 站 da， {12.18) 


剧 44(m) 显 然 也 是 姥 于 4 的 人生。 用 由 慌 2.17) 出 上 发 定义 02,18) 间 
样 的 步 豌 ,由 
wm Yh) 一 外 人， 多 和 | 页 | (2.109) 
昌 发 ,所 得 的 集 叫 作 吾 (9) ,再 用 2 (ey 四 代 赫 tw, 织 ，, 命 所 得 的 
集 沟 局) ,了 Dm)， 因 为 每 一 个 项 是 了 于 4 的 第 , 作 
Pa= A DN Bim) NCOm) NN Dm, (12.20) 
则 万。 也 是 并 于 4 的 集 。 
全 草包 站 3 一 志 , 虽 是 璇 于 已 的 第 , 故 二 是 于 于 廿 的 集 。 任 取 
了 一 卫 们 是 的 一 点 4 号 ， 在 该 点 仿 徽 商 Woy 邮 ， Vey 如 存在 于 币 
窗 , 艳 有 1 一 5 和 办 之 0 及 充分 大 的 正 数 如 ,只 要 || 过 5， 则 
二 | ， GD YE PD, Y) 
An R 
以 及 用 % 代替 久 的 另外 两 个 什 世 小 于 9， 即 当 m>max ( 寺 , G) 


时 ， (wg) E Pa。 因 此 得 出 
P={U (Pa NP (BNP). (12.21) 


男 一 三 面 , 吾 是 可 数 的 ， 将 卫 门 二 的 各 点 河 作 一 个 后 矶 ， 出 


， {12.24) 可 以 写成 


1 MTorara 厅 理 让 其 这 用 EL87 
2 一 PonBpulDe (19.92) 
n= r= 


其 中 属 天 (Ps 站 PP) 及 阁 是 曲 于 卫 的 集 ， 帮 由 Baire 定理 有 足 
售 mo 及 mo 存在 ,使 得 Pw, 首 P 或 凶 , 对 于 售 于 4 的 某 个 图 (内 部 ) 
避 下 式 胶 立 : 
Pa NPNSS=PNS 可 @,. NPNS=PNAS. 

但 第 二 式 下 得 成 并 。 因 为 这 时候 , 在 总 的 内 部 且 属 于 总 鸭 点 只 
有 BB 一 点 ， 所 以 这 人 点 是 狐 普 盏 点 。 令 六 ) 在 该 点 巡 填 ， 因 此 
9 是 可 去 的 ， 即 六 2 的 于 了 则 点 。 上 旗 是 这 样 应 有 足 码 ro 及 窜 于 -4 
的 圆 占 (3 淘 固 的 内 部 ) ,使 得 下 式 成 辽 : 

z PNPNS—PNS#0. (12 .28) 

在 立 太 的 内 部 作 和 任意 正 百 形 了 ,使 它 的 过 平行 于 笃 标 畦 ， 命 

下 五 形 的 过 腕 为 马 ， 计算 积分 


| fas, 


信 二 的 边 长 为 入 ,挑选 河 足 
od 
的 任意 自然 数 %, 把 于 的 边 分 成 和 等 分 , 刚 将 王 分 茎 全 个 合同 的 
小 正二 形 。 命 列表 示 这 样 的 小 正 耕 形 ，C 表示 官 的 周 愉 如 一 1， 
2， 2) 则 显然 
| 了 (2 = 全 | | Fz}dz, (2.24) 
令 特 小 正太 形 分 为 遇 类 。 
第 在 种 内 部 合 卫 点 的 二 mm 
第 2 种 内 部 下 全 三 把 的 荆 。。 
如 于 第 2 种 ,由 auehy 的 基本 到 理 ,和 主 


| fads-0. (12.295) 


取 1.4 


138 第 4 宴 单 植 丙 数 的 正 其 性 及 独立 奇 点 
其 次 ,考察 第 1 种 全,。 命 ,=U Os， 

t= Pn PN TT,. (12.28 
P, 站 PP 是 阅 于 4 的 集 , 开 , 合 于 4, 故 全 为 于 梨 。 命 舍 千 内 边 平 
行 于 辆 的 坪 小 短 形 为 TT,， 且 全, 的 四 个 大 点 为 {61 的 ) {v3 V1) ， 
(wa ga) C1 0， 了 的 局 蜡 为 Cp， 了 及 了 之 间 的 部 分 没有 归 
的 太 ; 由 Uauchy 基本 定理 ,有 


| fF az 一 | f(z) de, (12.27) 


邻 把 (2.27) 的 右 问 收成 多 积分 , 作 
2—tF yy, fF) ue gv, 的 = iy, 
出 


| fen (uu) (Ara) 


-| (CQ 一 全 反 站 十 这 | (VOT 二 , 


分 别 计算 右 端 的 四 项 。 痪 上 先 ， 在 第 一 项 , 05 的 左右 珊 壳 平行 于 ? 
昔 , 故 dx C=, 因此 ,显然 有 


| Ww 一 | fk， ya) — UE YW) dw. (12.28) 


设 人 , 幼 E 儿 ; 则 用 (3.26) 有 (e, 殷 EE Pm 由 于 了 PCA4 (rmo) 
NN Bimey,; 豆 (r Y) EA mo) NN BB moe). 
另 一 太 面 ;当代 十 级 全,，(wy 9 十 训 和 时 ,为 - 比 汪 , 的 
一 边 
大 1 


nn 
汶 小 , 故 由 4 Cm60) 五 (or 的 定居 布 
uth ur | 雪 和 me 
[ur yt ut Y) | Smol hl|. 
命 ww 二 0; 甸 和 疡 二 m0) 其 5 奶 满 足 引 理 的 一 团 假 设 ， 
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下 ||uadway 存在 , 且 命 
共 
区 | fule, y) —ule, 的 jz 一 | Sededy, (12.29) 
才 
出 由 引 [ 理 有 
ep] 二 Sonliesf 了 一 井 ) 
由 (3.23) 及 访 二 TD,, 得 重合 二 卫 门 芽 ,。 所 以 上 式 成 
[sl | Bo mes{T,— PN TY (12. 20) 
和 这样, 由 人 2.29) 及 (12.28) 知道 


| udr— — | 这 如 如 一 二 | 人 | 二 Epomes (T,— PN T,) 
0 a | 
(12.81) 


起 立 。 对 于 其 侈 的 三 项 , 完 生 同样 地 


-| 和 jy 二 一 | .dvdy—e3, er| momes (TT,— PN 7,) 
和 


成 并 。 豆 (1323.2 了 ) 成 为 
ll 


， ow dv (12 .32) 
+ 可 By) dz 三 十 sr， 


1a | 20mog mes (DT,— PNT,). 


出 定理 4 人 柜 定 中 的 Uauchvy-Rismann 关 短 式 ， 二 全 积分 的 部 分 为 
0 志 K 


| 了 (2 = Dmo mes (一 三 门 大 ,)， 
故 册 (12.24) ,用 了 王 训 示 对 于 第 一 种 小 正 施 形 的 和 , 则 得 
] | 7 (2) dz | 0m Dmes{tT,— PNT,), (192.83) 


140 第 志 卓 ” 音 值 画 数 的 正则 镍 其 骆 立 间 点 
fz 企及 其 内 部 是 阅 集 , 洋 一 种 小 正方 形 面 积 和 当 加 22 时 
的 极限 ,大 之 就 是 卫 作 了 的 测度 ,部 
lim {mes(T,— PNT,)+}S=O0. 
因此 (12.,24) 成 为 
|.f@ d=0. 


由 Morera 定理 和 全 汗 了 (全 在 8 到 媳 正 则 , 栈 人 2.23) 所 施 PNMS#0 
是 不合 理 的 。 这 样 就 证 明了 定理 志 
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$13 加 舟 数 


具 下 列 形 状 的 般 数 
P{z) =00 Ctea 十 十 6G 十: (13.,1) 
时 做 震 铬 数 。 著 己 人 ) 在 Ganss 和 平面 的 一 点 z= 各 上 收 均 ,区 在 满足 
< 的 一 基点 均 收 侣 ,从 而 ,对 应 一 个 所 巍 了 P(x) 的 收 莽 守 和 反 
为 0 或 为 正 的 实数 Pp，, 在 以 z=0 为 中 心 、P 为 牢 径 的 加 内 部 古人 2 
收 禹 (大 看 $4 的 所 ) ,这 个 图 中 做 荆 避 的 收 数 园 。 
Oauchy 及 Hadamard 葵 出 了 和 遇 (18.1) 的 式 才 56, 求 收 裔 年 径 
的 方法 。 
定理 1 其 琢 数 《二 .二 的 收 丛 华航 p 及 水 数 o 之 间 有 有 下 烈 淆 
EE 


Hav Tal. (18.2) 
这 里 (13.2) 的 右 损 为 0 时 总 p 二 十 coo, 看 的 汶 十 吕 时 设 pp 一 0 

三 明 用 和 表示 (8.2) 的 有 有 映 :A=lim~v [es| ， 考 有 复数 ? 
注 好 12| < 过 /AN%， 则 

TI 人 一 说 mw es] |¢|=limYv ice25|， 
故 对 于 满足 1>t> 入 |z| 的 任 洲 实数 有 正 双 数 不 = 六 全 在 在 ; 当 
各 上 有 时, 有 
wa33| <<, 

或 |cu| < 加 ， 从而， 航 数 之 62r (与 忆 所 比较， 知道) 是 初 对 收 
锯 的 。 即 必须 p 主 11% 

其 次 ,假定 中 人 >， 同 理 ， 
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1 < |! lim ~ Ca| [= lm | oo ， 


所 以 有 无 将 才 个 如 使 光 je 人 | > 车 避 12 六 TI， 48. 了 对 于 这 样 
的 :不 瘟 耻 化 ;， 团 p 志 14117， 
直 这 个 定理 可 以 求 出 涛 般 数 的 收 贫 季 径 。 托 级 数 的 最 重要 性 
质 之 一 是 下 到 一致 定理 或 时 做 未 定 系 数 法 的 序 理 。 
定理 必 洪 适 艇 数 
Pi{2) = 这 m2， Psi2) = 之 cn2 ， 
在 站 般 于 2 一 0 的 数列 力 忆 一 工 23) 一 区 : 则 2 及 六 是 完 
全 相同 的 短 毅 数 , 朗 对 于 所 有 的 n(n=0, 1, 3，…) 有 c= 
证明 在 两 渚 的 值 一 狐 , 克 Pi(%) ,Pat 牙 的 玻 铬 和 定 径 pi,2， 
同时 为 正 ; 对 于 jz 一 minfpt， pa) 胡 够 作出 忆 (二 一 Ps(2)。 它 可 
以 写 度 P 一 Pa 人 一 闻 (@ 一 9) 的 形状 ,假定 有 民 取 绕 的 色 ， 
措 命 避 一 吕 =cj, 这 些 中 最 小 的 仍 用 下 表示 ， 刚 
天 1 二 一 已 2 二 Co 二 GE 


Pi Pol) ot 
命 ?一 入) 取 v00 的 极限 , 左 揣 是 0, 右 共 是 5G。 部 Gt 一 0, 这 与 
Cy 的 定 交 矛 后 。 

定理 2 为 未 定 牙 数 浴 , 宅 的 应 用 很 考 , 作 鸭 一 个 例子 ; 献 解 区 
图 数 的 半 题 。 

定理 叶 省 

五 人 83 十 ea T+: 
的 政 伍 年 径 为 pp 记 0)， 且 天 0 于是, 右 唑 一 的 一 个 其 毅 数 
二 

它 的 收藏 年 径 og 是 焉 数 ， 并 有 具 对 于 满足 | 人 | 二 5 和 to 1 过 Pp 的 
Ww 有 了 (QO) 一 如 
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钙 明 ”首先 假定 和 tw) 存在 
Oe = at (18.3) 
命 它 的 用 钱 秆 笃 为 olo'>> 人 的。 取 ef 充分 小 ， 当 1w} 之 go" 时， 
人 | 也 能 够 很 小 ,因此 可 玉 上 (| 过 p。 对 于 这 样 的 刀 可 以 作 
PIQ (0D)) ,由 假定 它 应 当 等 于 吧 ， 妇 
Wo a 
二 |/ 映 的 各 般 数 枢 对 收费 , 控 Cauehy 对 法 定理 施行 鲜 潜 ,项 的 闭 序 
世 可 以 变现 ;因而 竖 理 即 得 
W001 (0a 于 CT 2 (Cots D001 二) tw + 
引用 定理 2 至 右 调 吴 的 系数 应 当 一 致 , 喜 aaa 一 二 ,cagas 十 cadi 一 个， 
6103 十 2620I44 Ga 一 0 ，"…， 出 此 可 以 依次 求 出 mm 的 什 
cd 一 工 /e1 ， 
— mac {facs}, 


13 .4 
— 1ic { 2esG123 十 Cati} , 


另 一 磊 面 ,三 (区 的 收 租 第 径 是 正 的 , 喜 由 定理 了 
Tim |e| 一 人 到 于 ce ， 
pv cs] 人 一 9; 38; 4 7》 有 界 , 喜 有 与 站 移 关 的 有 穷 正 数 好 存在 ， 
使 得 
~ ol 二 好 二 十 op (n=2,8,.), 
国 此 区 于 % 一 2 3 有 | 区 | 过 G 对 于 斑 足 0 一 呈 二 1 人 的 总 ,有 
[全 

画 过 来 看 (13.4) 中 的 值 , 着 号 是 正 数 ,0s 以 下 全 部 是 导数, 则 
441 ta Ts 1 都 古 征 的 ,并 和 且 当 6 辣 定 时 , 则 绩 2， 的 重 允 证 
合 大 |; gy Can 一 也 二天 。 因 之, 他 
] 

二 


税 一 | 全 | 一 -和 一 -2 一 …… 


1 
下 i 


和 
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En 
[ ， 2 号 后 
Ti RR? (13. } 
出 由 此 所 作 的 反 务 数 的 展开 式 应 当 是 |w 好 | 的 优 胡 数 。 解 
(13.5) 有 


dR) RRiel|tw)st Bw =0, 
so or RE Ve 20c Rt wt iol RY 
直人 十 下 全 |) 
(其 中 士 w 应当 仑 选 使 得 当 多 ==0 时 % 一 0)， 
虑 优 丢 数 的 收敛 牛 径 是 性 Vv 内 的 值 等 于 0 时 ;ww 师 椒 中远 小 的 


一 个 ， ET 


Fr 


wi= Ric|+2—2v Rc | +1>0. 
亦 部 由 3.4) 所 问 定 的 萎 阁 数 (13. 罕 少 有 等 于 避 i 的 收藏 生 径 ， 
对 于 满足 | 名 | 一 2 的 如 移 对 收 笋 ,只 更 | 外 (四 | 之 p 直 散 代 大 应 当 
有 、 
下 人 《让 =, 

这 祥 就 让 明了 定理 3。 

以 上 卷 察 了 了 忆 原 戌 为 中 心 的 千秋 数 ， 以 Gauss 在 而 尾 一 点 4 
为 中 心 的 些 毅 类 

有 人 aoa) =00 ts 6) -Feat 一 可 二 

世 蚌 一 样 的 。 

最 后 ;可 以 将 

P(x ce) = 十 年 十 党 十 … (3.0) 

看 作 晨 以 2=00 为 中 心 的 逢 般 数 , o 是 在 中 心 的 值 ,这 个 寅 数 旭 有 


卜 笋 点 ,将 在 应 原 虑 为 中 心 的 其 个 圆 |2 = 外 收 赦 。 这 仍然 是 入 
co 为 中 心 的 收 区 图 ; 称 1 > 的 部 分 为 收 就 图 的 内 部 。 
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$ I 解析 开拓 原理 


二 秆 接 开 所 全 4, 为 复数 球面 的 两 点 ， 省 成 4&4，28 为 中 心 
的 笑 括 数 己 必 ,二 避 下 的 收 艇 玫 Ce ea 的 内 部 有 公共 
点 ;在 公 浊 点 的 所 有 点 画 毅 数 都 取 相 朵 的 数值 时 , 叫 币 P(zy 8) 及 
以 ， 下 是 另 一 个 的 直接 开拓 (Direct prolongation) 。 

定理 工 县 坦 炙 开拓 关 深 的 两 个 靶 括 数 ， 著 其 中 的 一 个 及 另 
一 个 的 中 心 是 营 定 的 ,有 男 一 个 绥 煞 叭 一 确定 。 

枉 明 分 命 卫 必 ; 9) ,了 (8, 0) 为 具 直 接 开 拓 关 系 的 两 个 此 妓 
数 , 且 Pls, 0) 及 5 是 和 定 的 ,例证 有 以 5 六 中 心 的 稳 毅 数 @ (x; 区)， 
如 有 萎 与 瑟 忆 ,有 直接 开拓 的 关系 :好 必 为 卫 (2, 5)。 为 简便 起 
尾 个 站 起 0 是 有 租 数 。 申 了 导轨 及 屿 必 站 的 收 伐 年 径 ;7?s 作 
站 二 Intri yo 在 12 一 有 | < 肉 卫 (人 扩 一 总 人 及) 一 交 (， 轨 是 彰 
值 正则 画 数 。 申 古训 在 这 个 图 茶 一 内 点 的 贫 域 人 (x, 世 恒 等 于 0。 
分 和 企图 |z 一 8|<<r 内 , 命 吕 表示 也 (z, 及 为 0 的 点 集 内 都 , 若 2 为 
G 的 一 个 边界 点 ,假定 jp 在 图 ,z 一 5| 和” 的 内 部 , 则 


SED ne0, 1, 2, *) 


在 人 怠 内 至 部 恒 为 0, 生 在 p 寻 由 于 它 是 连 征 , 故 这 些微 商 在 点 Pp 也 
等 于 0。 另 一 方面 ,了 (zx, 办 可 以 点 加 为 中 心 展 成 Taylor 般 数 ( 贿 
和 固 §$ 10 的 儿 )， 而 毅 数 的 系数 全 为 震 ， 瑶 必 为 妇 的 点 。 妈 图 
1s 一 2 过? 必 与 日 一 发 。 这 样 ,TQ2, 及 在 五 的 邻 域 恒 等 于 圭 , 由 一 
到 定 理 知 卫 (%, 站 与 由 必 ,及 表示 同一 个 篆 航 数 。 

入 接 开 拓 原 则 上 出 点 8 瞧 一 确定 ， 至 于 实际 计算 时 ， 剧 首 沈 
把 中 心目 点 4& 移 到 栈 眉 a, 6 上 在 (2, 9@) 收 全 图 内 的 茶 一 点 和 ， 
这 样 反 复 作 有 窍 次 即 可 达到 8、 这 时 民 , PG 91) 可 屋 直 所 应 用 
了 0) 的 值 ,出 下 列 公 式 糖 出 : 


i146 部 5 章 解析 开拓 
Pilgy an =Ptla + Pla 8) (#4— a) 


+ Pg, tm) 人 C14.1) 

2) 解析 开拓 ”中心 有 穷 ， 收 优 千 径 大 于 0 的 吴 表 数 ， 友 中 心 
是 co 站 径 有 有 穷 的 幕 家 熬 对 佐 夯 数 克 窗 (function element) ， 帘 笑 
数 的 中 心 呈 散 元素 的 中 心 。 画 数 元 素 的 全 体 可 以 按照 下 烈 石 法 分 
业 。 舍 取 %w 二 1 个 图 数 元 素 

Pix, ao), Pry Gs ts, Pigy Way (m=1, 2 ), 

对 于 一 ] 2 pp 入 的 全 体 的 3 太 如 -1) 与 PW mo) 过 相 是 站 
接 开 拓 的 时 异 , 则 称 卫 ,80) 与 tz， ani 有 有 和解 本 开拓 的 关 杀 。 由 
定义 显然 知道 ;如 二 人 本 与 了 人 有 他 天 考 天 人 对 各 有 解析 
开 丘 的 关系, 则 己 人 6) 与 卫 (z 5 也 有 解 煌 开拓 的 关系 。 这 样 夯 
数 元 汪 的 全 体 负 妇 分 成 彼此 沿 有 公 洪 元 业 的 类 。 鞭 定 一 个 玫 孝 元 
素 卫 (2, Ds 与 了 (2 4) 有 解析 开拓 关 采 的 画 数 元 素 的 金 体 好 为 由 
Pz 6) 珊 定 的 类 。 这 样 鸭 类 , 仿照 Welerstrass, 是 做 解 机 男 数 。 

给 定 一 个 画 煞 元 素 卫 习 ， 的 ， 以 之 为 元 素 的 解析 夯 数 哈 一 确 
定 。 但 是 即使 (2, 了 ) 为 天 人 外 的 肆 析 开拓 ; 虽 葵 定 了 2， 0) 号 
6, 卫 2， 0) 孝 未 必 确 定 。 这 一 点 是 和 直接 开拓 有 很 大 差异 的 。 为 
了 明确 这 一 点 ;您 4 一 qo mm 一 5 作画 数 元 夷 解 

Plz, go0), Psy dy "ny Pls, Gn), 

这 里 了 (2 -0 与 五 必 ， 呀 各 有 彼此 直接 开 折 的 关系 。 由 定 理工 ， 
答 定 9a， tas 则 可 贞 纳 定 三 达 二 一 人 天， 双 在 两 个 
Pe G0 PE G0 之 半 , 任 寂 米 自 Ga mw 上 的 一 点 5, 由 于 5 在 
PG G0 或 了 的 收 诚 因 内 ， 玖 把 因 的 中 心 移 到 6 后 ， 则 得 
出 尖 毅 煞 古人 人， 三好 中 和 了 人 ， 4) 及 了 tz， 40 郁 有 直接 开拓 
的 关系 。 

因此 ;将 局 十 到 全 点 2 二 00) 三， 899:， Gn 恢 欢 用 线 良 《或 大 


《 
3 
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回 弧 ) 玲 瑟 之 , 即 得 出 折 炉 如 . 
以 OQ 上 的 种 点 $# 六 中 心 的 加 数 元 
Pls, £), EU 


在 可 轨 域 斑 必 ) ,性 意 两 点 民 1; 52 EF ) NC 所 对 应 的 Px, 6 ， 
P (2, Lbs) 能 能 被 此 直接 开拓 。 一 般 地 不 限定 折 多 , 稿 定 某 一 辣 恋 
了 21 了 是 圳 丫 商 点 4 一 2 (0) ，p 一 洒 纪 的 曲线 , 沙 
对 于 EZ 的 所 有 点 选取 图 数 苑 著 
Pe ty, EZ, 

且 有 分 域 六 (2) ,任意 两 点 如 ;6s EV) 门卫 所 对 应 的 P(x， 61 及 
tz La) 彼此 光世 接 开 拓 时 , 则 卫 (3, 如) 租 于 (3) ) 友 昌 克 4 决定 。 
这 一 事实 ,叫做 王 (z, 下 为 由 五 人 6) 出 发 , 沿 翰 线 荆 解析 开 招 所 
得 的 一 数 元 禾 。 

洲 应 用 这 样 的 术语 ， 则 二 他， 区 为 由 三 (2 四 出 发 浇 上 壕 的 拆 
贱 C 解析 开拓 所 得 的 画 数 元 素 ， 但 是 反 转 来 却 不 成 立 。 部 葵 定 
Plz 外 及 Pz, 的 了 时 ,出 天 如, 中 出 发 实行 解析 开拓 能 得 到 2 的 
所 沿 的 QO 有 无 笋 多 个 ,其 中 沿 怎样 的 葛 交 十 能 答 出 辐 一 的 信 尺 ， 0)， 
过 是 下 面 要 讨 训 [ 付 。 

村 者 独 由 & 出 发 到 5 的 兵 杀 由 各 YYi， yy, 分别 由 参数 方程 

Ya: S20{); Ya: g(t) Oat) 
窒 出 。 并 设 有 依赖 于 另 一 个 套 变数 (0<w< 了 的 昌黎 族 , 洋 中 下 
出 轩 深 件 : 

i， 对 于 一 功 4O&u1) ,2(0, 区 =4 ,21,10 二 b., 

号 人 有) 一 zo 四 部 29 2 了) 一 和 邯 这 

3， 对 于 满 是 0 专 w 所 1 的 一 根 w, 痊 定 的 解析 图 数 六 的 Plz,a) 
能 由 & 出 发 党 曲 粮 z(t, to) 解 祈 开拓 天 局 . 

4. 20, WW 为 在 0<t 所 1, 0<u<1 的 两 实 变数 ( 复 值 ) 的 过 炽 
E20 
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这 了 时 收 ; 穆 : y1 与 Ys 沪 关 于 了 广 及 Plz, 中 各 连 祖 形 变 (continuous 
deformation) 可 斑 互 相 畏 移 的 曲 覆 。 向 着 这 样 的 曲 缕 yY1, Ys， 出 
8 出 发 将 呈 必 ,本 解析 开拓 到 天 ， 度 当 得 由 相同 的 卫 (%, 6) 这 琵 
二 为 特 上 述 自 则 妈 CC 移 到 曲 邯 避 的 操作 反复 作 有 穷 识 ， 就 论 饮 
下 ?az 移 到 ys。 这样, 就 证 明了 下 刻 定理 。 

定理 2 港 由 点 4 出 发 到 8 1 上 的 两 条 曲 稀 yi, Ya, 对 于 解困 
图 数 了 及 其 男 数 元 案 2， a) 能 够 速 粮 形变 ， 划 三 (z, 2) 而 a 出 发 
沿 7i ?ys 解析 开 和 独到 所 得 的 图 数 元 次 相同 。 

这 样 的 两 曲 米 ya， Ys; 叫 作 对 于 解析 画 数 了 同 偷 人 homotopy) 
上 的。 

答 定 了 - -个 解析 图 数 子 G) 和 写 的 一 个 画 数 元 索 己 (zsa) ,以 及 
合 冯 的 域 姜 , 语 号 内 的 折 生 实 行 解 析 开 后 所 得 的 面 数 隐 工 的 全 伞 ， 
中 做 了 (2 四 及 站 所 确定 的 子 人 的 分 莹 。 宙 定理 共 袜 天竺 出 下 二 
的 了 未。 

友和 由 解析 男 数 (2) 的 元 素 卫 作 本 在 合 4 的 单 连 通 域 D 
内, 把 卫 (z, 的 由 4 出 发 ， 沼 厂 内 的 任 一 折 柳 如 果 能 作 解 本 开拓 ， 
和 出 也 既 , 吧 及 DD 所 确定 的 Fj) 的 分 赤 为 昔 值 约 。 

这 岂 做 单 情 性 定理 {monodromyYy thoorem) 。 

沿 自 点 引出 发 到 五 的 两 白 共 7Y1，y3a， 车 对 于 了 人) 个 是 同 偷 的 
情形 ,天 解 祈 大 数 了 2) 在 z=5 自然 可 以 是 案值 的 ,关于 这 一 点 ,有 
下 列 艺 训 拘 Poimeazre-Yolterra 定理 。 

定理 3 解析 醒 煞 六 二 在 同一 点 2 取 值 的 集 至 多 为 可 数 集 。 

浆 明 ff(2) 在 z= 二 加 取 的 值 部 是 了 (2) 这 加 为 咋 让 的 辆 歼 元 素 
在 z 宇 如 的 值 , 命 其 中 的 一 个 值 汉 mo, 葵 出 这 个 全 的 一 个 粘 刍 元 壹 
中 命 其 为 卫 (z, 0}) ;固定 之 , 其 他 的 一 鲍 秆 一 了 #0) 可 沿 自 加 出 
故 双 回 计 加 的 某 一 于 折 几 人 和 把 了 (四 从 卫 (2, 加) 作 和 解析 开拓 而 得 
到 。 邻 命 口 的 顶点 为 


$14 解 白 开拓 原 坝 1 


Zo 二， 的 1 (14 .2) 
出 已 ( 必 , 加 ) 开始 作 解析 开拓 ,依次 得 出 醒 数 元 素 PG)21) (29)， 
彼此 为 直 按 开 
拓 ; 其 次 由 于 C 上 的 项 点 可 已 畏 加 , 才 不 兴 普 融 性 可 及 使 *; 好 一 圭 ， 
WV) 在 了 3) 各 -22 的 收 售 阁 内 部 (大 三 $14 的 了)。 令 男 选 
一 个 点 各 二 好 十 iy7 充分 接近 加 ， 县 对， 妨 都 是 有 理 数 《这样 的 
点 叫做 有 理 点 ) ,着 且 能 句 便 (4.2) 及 
20， 5 各 4 (14.8) 
所 确定 的 折 姜 关于 了 彼此 为 同 偷 。 例 如 慨 定 入 不 起 有 有理 点 ,全 
和 是 卫 久 ,各 ) 收 僻 古 内 的 性 意 有 理 点 , 则 变 瑞 后 的 折 入 zo021%s 上 与 扩 
线 为 22a 为 同 偷 ,及 这 一 各 可 充分 接近 为 ; 便 能 在 三 te 芭 ) 的 收 
全 图 内 ,这 样 就 能 伐 依 次 把 不 是 有 理 点 的 顶点 换 契 有 理 感 。 
因 时 不 类 普 带 性， 一 开刀 就 可 以 狂 nn 一 1 个 版 为 ) 知 ， "和 -1 
认为 是 有 理 点 。 
这 样 的 析 入 为 及 Gau9g 平面 上 的 和 有 禾 个 有 理 点 的 尾 殊 入 
合 所 确定 ， 和 它 的 个 数 和 不 超过 (0)" 对 于 % 一 1 22，… 的 和 。 由 于 
(N= 十 重 十 二 (0) 一 向; 于 志 = 二 了 (0) 不 同 的 值 军委 


起 癌 娄 的 。 
8) 奇 点 ”解析 醒 数 了 了 (2) 的 一 个 元 案 王 人 二 ， 联 知已 
及 了 的 曲 汐 


二 一 
均 为 猴 定 ， 尾 给 满 足 0 之 石 < 之 1 的 自命 和 对 于 0<t 二 hh 的 矣 为 
大 (人 , 洲 了 上 (, 中 对 于 上 壕 所 有 的 二; 洛 强 了 (i) 到 z(t 作 多 析 并 
拓 虽 是 可 能 的 , 但 当 沿 廊 到 5 芽 未 能够 作 和 解析 开拓 时 ， 出 称 六 (8) 
在 5 有 (2, 虽 ) 及 开 所 情 定 的 傈 所。 
出 这 个 定义 , 卫 {2, 虽 ) 及 虽然 狂 定 了 奇 感 ， 但 如 命 全 ， 了 2 汶 
” 建 烙 &, 8 的 出 克 , 它 们 都 与 六 人 本 共同 决 宗 奇 扎 的 时 候 , 护 些 奇 
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点 是 否 可 以 看 做 是 同一 个 , 一般 情 形 是 征 困 淮 的 上 千 题 。 例如 下 述 
司 江 发 年 的 了 时候 ， 只 看 作 是 一 个 奇 点 应 当 是 可 以 的 。 即 作 以 六 为 
中 心 、 午 径 为 p 的 图! 或 球 幅 ) 时 , 命 和 在 这 个 图 内 ,只 要 连 8 的 
时 各 也 在 这 个 图 内 ,了 CY 呈 浴 此 这 一 本 和 线 到 2 的 奉 近 虽然 能 体 解 
析 开 拓 ; 得 假定 沿 一 条 透 当 的 曲 粮 基 不 能 解析 开拓 到 5 点 。 这 时 
民 , 沿 其 他 一 切 这 样 的 上 曲 钱 也 必然 未 能 解析 开拓 到 8, 称 这 样 的 2 
六 只 由 了 (0 的 了 (2 4) 确定 的 狐 立 痛感 。 

这 时 懂 ,; 把 图 心 去 掉 的 ( 复 连 通 ) 域 旧作 D,, 可 以 考 有 辜 了 了 (2) 在 
DD 上 出 上 6) 所 确定 的 分 支 。 

例如 ,图 数 包 一 Jog ?在 2 一 0 及 %=c0 有 孤立 奇 点 -这 时 PP 可 点 
是 性 意 的 正教 ，log 2 在 DD; 的 分 支 , 不 萌 5 一 0 训 6 二 co 莉 只 有 一 
个 ,而 邦 是 无 窍 多 值 。 

全 假定 让 的 在 D,。 上 由 Pt, @) 所 确定 的 分 支 为 有 穷 多 值 , 这 
一 盈 的 数 下 定 至 二 显然 知道 与 已 的 点 无 关 。 姑 且 疏 个 数 是 说 ， 
且 馈 宇 的 情形 。 在 4 属于 这 个 分 支 的 国 煞 元 素 是 

2 
共 驶 个。 分 就 田 &# 出 发 反 时 针 注 向 区 8  _ 周 同 到 a 的 简单 曲线 ， 
例如 考察 
(了 2{t) 一 六 十 《本 一 再 63。 
这 样 入 一 周 后 局 必 ， 0) 称 亚 另 一 个 了 Py tx, 4)， 再 在 同一 曲 徐 上 旋 
甲 一 周 后 移 到 PP;, tz, 9)， 维和 鞭 旋 转 记 一 上 疝 , 得 出 下 列 丽 数 元 素 
列 : 
下 
其 中 没有 两 个 相同 。 因为 假定 有 相同 的 , 央 以 后 不 广 再 旋 婴 多少 
周 , 只 在 (Pi ty 4) 与 第 一 个 与 训 相 出 的 Py(z, 中 以 前 的 ) 之 间 变 
动 ,而 其 余 的 不 得 属于 这 一 分 支 。 因 此 ,可 以 不 失 普 允 性 ; 命 
j=E 寺 1,2, nC—1), 
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咏 一 石 面 ;用 复 变 数 t) 作 
2 一 站 十 上 2 

取 妨 一 4 一 训 的 一 个 庚 为 丙 , 个 ?= 二 & 与 矶 对 应 , 才 

2— b=—i*, x—b—ret, t= Re®, 
则 六 一 再 =m8+2opm y=, 二 1, +2, 1), 
当 z 在 二 上 右 旋 一 周 时 ,t 在 图 周 | 让 一 六 “上 移动 圆周 角 2 mm 
改 z 住 了 旋转 况 周 时 ,ft 在 宇 的 图 周 上 旋转 一 周 。 从 而 

Pil2, &) = Pi 89) =) 
在 DD 是 单 值 正 则 本 效 , 故 在 也 :上 能 展 废 Laurent 玫 数 


8 的 - 习 oP (0< 上川 < 四， (14.4) 


这 个 晓 开 式 至 多 具 极 点 , 换 问 话说 ,fd4. 必 的 主要 部 分 是 有 宅 项 数 
时 ,各 z= 二 @ 做 了 人 2; o 的 天 了 醒 代数 育 点 , 或 时 做 代数 支点 。 在 
(14.44 中 , 命 t= (xz 一 BY*, 则 


f= Hob (14.5) 
中 做 了 uiseux 展开 式 。 
叉 (14. 负 表示 极点 的 时 候 , 考 碟 1 从 ,这 是 在 t=0 处 等 于 


0 的 两 数 , 命 
RO) {8 的 ， ”村 0 是 QG 的 扩 点 办， 
Qt 一 G0 一 0 不 是 电动 的 极点 时 ， 
则 上 上进 和 车 果 可 以 总 括 写 成 
2 一 六 一世 ， 
B= bt"ti+ + (bP,@AD), } 
其 中 ;2 均 为 自然 数 。 这 样 的 叫做 忆 部 单 值 化 参数 (locally 
Hniformising parameter) 。 
简单 车 曲 禾 矿 包 图 的 有 界 单 过 通 域 DD 中 尾 取 册 米 ,如 果 解 析 
酌 数 .六 2 能 溢 之 解析 开 攻 , 萌 由 单 值 性 定理 知 了 (二 在 线 的 分 支 是 


(4 .6 
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音 秆 的 。 这 了 周 著 工 的 斯 有 点 种 是 这 个 分 过 的 奇 点 ， 这 个 分 专 应 与 
了 一 名 。 这 时 王 叫 做 了 全 的 局 然 边界 。 例 如 


五 (的 一 本 oo (14.7) 
世纪 1 
积 据 定理 1(8 13) , 它 的 收 化 年 笃 为 工 , 故 在 效 煞 图 周 上 乔 少 有 一 
个 奇 点 。 因 此 命 Po (一 袜 加 ， 则 
Ra(2) —P) Pa) Do 


天 一 IF 十 1 
与 Ptz) 有 相同 的 帝 点 。 震 卫 必 党 年 径 Y 呈 ) = 二 te (人 0 二 tf 夺 了 能 修 
解析 开拓 到 点 品 ， 则 有 数 和 >0: 使 在 满足 |8 一 如 | 去 6 的 各 局 8 9 也 
让 人 够 解析 开拓 。 从 而 对 于 Rw 也 应 威 立 同样 的 事实 。 另 一 太 面 ， 
对 于 m6 >9 的 mm, 等 式 
Raa) = Rn (go) (f=0,1,2,., mo—1) 

成 下， 因此 BR 四 在 |2|==1 上 的 任何 点 都 没有 坷 点 ， 这 是 趟 合理 
的 。 部 人 ,让 瑟 1%| 一 于 海 溃 然 边 界 。 


8185 Riemann 面 


1) 解析 图形 (analytische Gebilde}) 了 2 为 Weierstragg 音 
义 的 解析 男 数 时 ， 考 虑 : 沼 着 Gaus 平面 或 复数 球面 的 划 钱 作 解 
析 开 拓 ,居然 可 以 当 作 2 的 画 数 处 理 , 但 一 般 丕 不 是 单 值 画 数 。 级 
然 是 多 值 解 折 面 狐 , 而 洲 眠 2 在 某 锅 面 上 上 移 副 时 ， 孝 是 单 值 尖 数 。 
为了 这 个 百 的 ，Riemann 于 1867 年 导 大 了 所 请 及 iemann 面 的 
厂 念 。 根据 1918 年 Weyl 的 著作 "Die Tdee der Riemannschen 
fliche ,为 了 叙述 巧 的 正六, 站 从 解析 图 形 构 念 谨 起 。 

在 前 节 中 ( 套 看 4.4 及 人 1. 胃 ) 已 经 应 用 辅助 复 变 数 直言 
难 了 解析 画 数 了 (2) 在 极点 或 正则 点 2， 或 委 一 般 地 在 征 立 奇 点 的 
邻 域 为 月 筹 多 个 值 的 错 形 , 即 把 /sj 展 焉 
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2 一 十 各 伯 为 有 宅 的 宝 形 ) 


=1, 2, 38， ， 
芝 = 00 的 情形 ) }m ) 


w= fs) 00 To 二 bat), (15 . 1) 
Ee —0b_ ED (二 EO) 
fry 一 二 2,3,.…), 

Pi)=qot am am 0 

| ’ 入 1 和 MW. Vm > ,| (en #0) 了 
ww nt mt Wi 一 0) 
QD = Bot Dt +- (n 0 0 (5. 
Ei pat + Dl 


(92 ， 尾 一 并， 呈 ， 号 
在 | 过 aG> 四 收 就 ， 打 和 卫 对 于 沥 个 志 六 内 要 二 大 站 全 
了 卫 { 门 或 及 (个 关 入 (成立 。 这样 的 画 数 钥 过 井 ,总 区 上 是 做 广 
忆 窗 数 元 素 。 答 定子 醒 和 组 广 民 夯 数 元 藤 
PE {7)}， (15.8) 
两 者 之 问 用 在 | 引 二 8 人 0 收 茂 的 葵 叙 数 
一 C1 十 eat 十 "(ti 和 浊 ) 
在 上 过 600i0) 
二 天 QT 
成 立时 ; 叶 做 (16.8) 为 同一 面 数 元 素 用 不 同 参 变 数 所 了 的 天 直 。 
特别 县 (15. 了 形状 时 , 称 表示 为 标准 形 , 此 时 当 二 4, n>0 
时 ;, 叫 筑 正 阳 的 画 数 元 瘀 ,各 > 时 这 一 栈 数 元 计 有 具 ( 呈 一 六 狼 的 分 
技 , 和 = 村 为 不 分 野 ， 两 者 都 把 ee 呀 做 画 数 元 凌 议 中 心 。 品 志 0 
时 , 称 画 元 元 财 的 中 心 为 一 ce 上 其 Gm 一 了 捕 禾 的 分 版。 
在 这 样 定 义 的 加 数 元 崇 健 体 定 祭 邻 域 租 如 下 ， 则 可 以 有 
伐 是 拓扑 空间 。 即 葵 定 了 一 个 页 数 元 素 . 8 一世 井 ， 总 介 ， 还 
3 一 In 6,00;, 同 8 盖 0。 对 于 消 足 
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#81 DEES 
的 任意 复数 二 在 17| 气 81 一] 一 83 展 成 * 的 正 贡 项 突 级 数 
P(r) =PE+7) = dr, 
i (15 .二 
Qe = (十 TT) = > ber 
和 给 出 了 和 研 数 元 素 &: 二 {如 :(T)， @t (7?)}。 因此 定 闵 这 样 的 而 烙 元 过 
全 体 构成 e 的 邻 域 了 te)， 命 画 数 元 索 人 多 体 为 五 ,在 吾 就 这 笠 昌 
进 了 拓 挤 。 甘于 这 个 所 和 孙 吾 成 瑟 atsqor 姓 空间 ， 即 对 于 吾 下 到 
(A) 《CO ; (DD)} 四 个 命题 成 立 。 
(让) 对 于 一 切 研 煞 元 肿 e 译 少 下 一 个 dA(6) 存 在 ,He EV we)， 
因为 征 取 满足 098< 达 min 80) 的 8, 则 也 (6 存 在 , 量 然 知 
道 aEV,(e). 
(B}) 对 于 6 的 旺 个 今 域 玉 ,(6) ,六 wle) 有 第 三 个 邻 域 we) 
存在 , 满 是 Ve {ee) CF,(e) 站 Vw (8). 
因为 适当 改变 8, 5， 不 兴 莹 汤 性 可 设 广 ,tj 与 信 wl 由 是 用 辣 
一 个 参 变 数 表 示 的 。 命 "一 min (s,s) 好 可 。 
AGO 当 e EV,(8) 时 ,有 了 te) 洲 是 Vvte CV te). 
因为 BEV,(e)， 玫 有 满足 上 < 上 的 直人 存在 ， 使 & 洪 示 为 
PolT) 一 和 十 有 一 直人 十 相 。 命 8 一 8 一 | ,其 
Vote) VF. te). 
(D) 对 于 性 意 商 个 水 相同 的 豆 数 元 潍 8 二 ;他 所 二 1， 
Qi ,它们 和 省 有 和 邹 域 六 .人 8) ,Vv (ew) 存在 使 得 彼此 为 直 不 : 
Vte) NV, (ey 一 0， 
假定 { 约 , 昌 仆 } 表示 六 .08) 和 0) 1 人 (7) 上} 表示 玉 cl81)， 
更 对 于 任意 的 e 一 81 一 十 《n=1,2,…) ， 假 定 有 满足 EV.(8) 


Nv, (81) 的 迁 数 元 紊 En 则 有 有 有恒 {ta} ， {rn} 存在 ， 因为 在 如 Cn, 
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的 中 刁 附 和 近 攻 们 的 人 是 相等 , 款 有 
PID) =Pitty), QU = QT), 


健 


1 

兄 

郎 这些 正 芮 项 的 知 拥 数 {了 估量 鸭 }, {i 提出} 答 此 完全 
一 狼 , 这 是 不 合理 的 。 

由 以 王 所 述 知 而 数 元 素 全 体 吾 构 胶 Hausqor 人 空间 。 国 为 性 
车 的 Hausdorff 空间 可 以 分 解 忠 速 通 成 分 ， 故 寺 于 各 男 数 元 未 
有 由 。 决定 的 吾 前 成 分 褒 (8) ， 这 个 舍 (8) 叫做 售 。 柑 且 由 决定 
的 了 解析 图 形 。 简 单 地 静 ,在 Weierstrass 的 解析 画 数 概念 到 加 添 
了 极点 及 代数 支点 。 

2) Riemann 面 一 般 的 Riemann 而 可 定义 如 下 。 

定义 ”有 连通 的 Hausdorff 空间 总， 在 总 内 有 开 集 已 的 各 
{CU 人们 一 卫 ， 且 对 于 省 个 吕 ;, 有 到 Gauss 平面 单位 阅 : ?| 去 工 
上 的 丘 丰 变换 (一 对 一 双方 连 秆 变换 )z 二 a tp) ,PU 满足 

NU 为 于 述 的 两 个 开业 ， 丧 已 站 忆 不 是 空 的 , UN 人 MU 
应 由 UU, 0 的 拓扑 变 谢 z 一 a (02 一 (pi 映射 到 单位 图 内 两 个 
开 和 集合 这, oa 1(p)} 是 由 全 至 全 的 (于 向 ) 共 形 (一 对 一 ) 变 
换 
的 有 时候 ,于 就 叫做 Riemann 面 [。 

这 一 定 艾 中 的 2 一 xp) 是 做 局 部 单 值 化 戎 数 (local parameter)。 

由 这 定义 ， Riemann 面 上 和 任意 的 域 自己 显然 可 以 活 作 是 
Riemann I, : 

分 命 ,RB 为 两 个 Riemann 面 , 且 由 变 术 p'=p(%) ,PER, 
特 避 一 对 一 于 上 映射 至 尼 荆 ,， 有 的 局 部 参数 2 一 ar (9D') 多 2 
一 ae 人 给 出 吾 的 局 部 参数 时 ,吓人 懂 2 把 最 共 形 地 上 映 身 到 证， 
其 形 喘 身 的 Riemann 看 构 或 一 个 法 : 换 何 亩 瑶 ,， 如 用 符号 下 一 下 


0 | 看! 之 训 [ 才 二， OS | | 


i 
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民 示 将 号 共 形 映射 至 六 于 , 则 ~ 潢 是 分 类 的 三 公理 : (1) BR~， 
(2) 港 R~R', 刷 RR'~B,， (3) 洪 BR~R', Bi~ BR", 和 RR~R"T 

入 此 共 形 的 Riemann 面 叫做 " 鞭 形 等 价 (conformally equi- 
valent”, 这 可 以 站 做 是 同一 Riemann 面 的 西 个 实 更 (Teali zation )。 

作弄 基 一 个 fiemann 人 面 , 切 一 了 (WD) ,为 生 县 为 定 迷 和 企 且 (或 一 
般 地 定 六 在 忆 的 某 一 个 瑾 } 工 的 半 值 复 变 图 数 , 出 请 人 的 局 部 参数 
2 一 (0) 作 

gq (2) flo (2)}, 

游 它 在 |z|<<1 内 正 居 , 即 称 (Pp) 定名 正则; 9 (%) 在 2 一 0 县 极点 
时 , 称 了 (Pp) 在 PP 县 极 后 。 趟 管 那 一 种 情形 都 稻 展 成 Laurent 级 数 

9 (2) =C0TF ms" cm 0) (18.6,) 
得 ww 的 值 与 六 却 与 局 都 索 数 的 取 法 无 闫 【必须 注意 杆 上 过 等 价 羡 
义 , 局 部 参数 取 法 是 家 无 窍 多 种 的 ) , 涩 加 之 0 时 ,Ww 叫 慨 (PD) 一 如 
的 散 (order)}。 当 < 时 ,一 26 下 做 了 (的 概 的 儿 。 对 于 RL 所 
有 的 点 了 能 够 展 成 ,168. 刀 的 形状 时 ,上 是 仇 了 (p) 宇和 杰 (或 作 有 理 型 ， 
meromorphic)y 子 于。 

和 葵 定 一 个 解 斩 曾 数 妈 一 六 二 ， 攻 的 解析 图 形 是 Riemann 而 。 
事 裕 上 ,了 0) 的 有 解析 图 形 的 各 点 了 PDP 对 应 琅 数 元 案 。 . 取 与 PP 对 应 的 
一 个 画 数 元 素 , 变 换 这 时 应 用 的 参数 i 为 = 一 , 划 和 解 祈 图 形 上 的 
邻 域 广 ,(8j 是 | 过 +4 的 一 对 一 网 连 蕉 人 象 。 涉 难 证 明 ， 入 个 对 应 注 
必 条 他 (Nj， 

更 有 趣 的 是 ， 反 过 求人 性 意 粮 定 一 个 Riemann 面 时 ,有 人 竺 郑 于 
此 的 丁 个 画 数 

2 一 区 人 人) WwW=wWp), 
入 尽 下 列 三 条 件 。 第 一 ， 对 于 满足 男 E 吕 的 一 同 点 ， 由 局 妆 参 数 
t= () 
2—x{o tt}= w=wie Hi} = 


§$15 Riemann 面 lp 


可 展 三 人 站 ， 人 65. 切 的 形式 , 且 # 芝 让 时 直人 入 的 天 诺 征 放 
人 @Q( 的 } ,从 而 这 样 的 x(P) ,wlp) 可 以 看 作 是 一 个 国 数 元 来 ( 按 $18 
的 了 的 音 广 )。 第 二 ,这 样 所 得 的 任意 两 个 责 数 元 洪 们 DD, 加 (P14， 
{z(2oaj ; Ww(pa) 之 间 能 驶 由 -一方 解析 开拓 到 另 一 太 ， 从 而 得 出 由 
皇 到 解析 图形 菩 (D9) ;如 (PD 上} 的 单 值 对 应 。 洋 三 ;这 个 对 应 是 上 尺 天 
解析 图 形 之 间 的 -一 一 对 应 。 

根据 这 一 竺 果 , Riemann 而 按 某 种 意 久 可 以 著作 和 解析 图 消 
是 同样 的 。 这 里 只 叙述 桔 果 , 诈 明 从 略 。 

8 Eiemann 面 的 例 旋 了 湛 罕 Rieimann 而 上 支点 的 状 
况 ,就 作 短 根 画 数 

Wn 和， 

的 Riemann 而 。 虹 然 可 取 参 数 


2 一 站 ， 人 一， 
例如 在 | 让 <2 及 | 让 之 雯 处 分 别 作 噶 以 j=0 及 1 二 oo 为 中 心 的 展 


开 。 另 一 准 面 ; 命 2 一 ?ee (0 号 90<27) ,NY z 为 色 逢 夯 数 , 它 的 值 是 
Ea 
了 

全 到 个 SUS 于 面包， 为， 人 在 母 张 .上 上 上边 省 以 原点 
六 中 心 、2" 为 午 径 作出 一 扒 (21) | (ga) 9 (2 


再 以 原点 为 中 心 、 元 为 中 二 作 圆 盘 , 命 在 这 样 使 
的 贺 盘 放 外 ,而 在 2 六 和 牛 径 的 加 班 内 的 部 分 为 

C2) 2) ,各 由 2 二 0 起 党 正 实 畏 六 开 ， 

拒 人 0) ，(24) 6 二 1，2，…; n 一 1 了) 的 切 日 .上 侧 和 图 区 
(rt ny 贱 口 下 俩 衡 援 起来， 将 (0 ，( 和 %) 的 转口 .上 全 与 (21)， 
(3) 切口 下 全 衔接 起 来, 最 后 把 {20) 及 (x!) 相 重 的 部 分 一 致 起 来 ,这 
样 就 得 出 一 个 面 。 这 就 是 二 ~ z 的 Riemann 面 ， 命 面 乞 .上 的 


工 | 
Tu 一 (7) “ei 加 ,一 十 和 (2 一 日 1， "ry n 一 1)，, 


158 钊 5 章 衣 析 江村 
点 地 ms 对 应 , 芭 v z 在 这 一 面 上 为 单 值 。 

2 一 芭 2 一 oo 是 Riemann 而 的 去 点 ,出 下 池 Risemann 
面 的 定义 ,作为 Riemann 面 内 点 出 更 的 支点 ;部 是 人 芒 数 支点 ,并 地 
‘例如 对 烤 ) 的 支点 ,应 注意 不 是 内 总 。 


第 6 如 泪 形 陨 射 
§16 Diriehlet 阿古 


我 们 已 烃 在 $9 的 4 内 就 到 了 Dirichlet 间 题 ， 城 是 加 的 博 
形 ， Poisson 积分 就 答 出 了 人 解答。 信介 条 口 . Perron 于 1923 年 所 
栓 拘 一般 博 形 的 解法 。 为 此 先 从 次 调和 六 数 的 定义 开 妈 。 
1) 次 调和 图 数 ” 命 &lx) 四 表示 Gauss 平面 域 D 内 的 调和 
图 数 , 直 到 关于 名 ,Vy 的 二 阶 仿 徽 商 部 是 回炉 的 ; Pp 一 4 十 记 是 卫 的 
一 感 ;以 PP 为 中 心 、? 了 WY 记 骨 为 年 径 的 图 完 伯 含 于 呈 内 , 唱 由 
Poiagon 种 -个 在 
UD) = 5| ulatr cos0, o+radng dad, (16.1) 


即 和 调和 西数 在 车 心 的 值 等 于 图 局 上 值 的 于 均 。116.1) 叫做 Gauss 
的 证 均值 等 式 。 把 调和 夯 煞 推广 到 其 他 便于 使 用 的 族 时 就 利 
用 这 一 等 式 。 臣 定义 在 域 D 上 ( 充 许 一 ce 的 实 值 商 数 外人)， 
史 和 也 ， 满 足下 列 三 生性 时 姓 做 在 了 的 次 矶 和 示 数 ‘subharmonic 
fanctiony 。 . 

QD) 加 满 星 一 ce 所 由 及 三 00, 且 不 恒 等 于 一 co。 

(2) 外 了 王 御 连 标 , 即 下 式 成 立 : - 

lim wp') <wu lp), pED. {16.2) 

(3) 只 要 以 2 一 & 二 让 1E 动 为 中 心 . 了 为 什 径 的 图 全部 包含 

于 了 , 则 下 列 不 等 式 成 立 : 


1 $m fg、 
up) < wD 二 re 9 ad {16.8) 


显 纵 ， 讽 和 图 数 避 是 次 放 和 次 数 。 又 42) 在 必 单 值 正则 时 ， 


180 应 6 之 夺 形 焉 身 
Iog IFt21 在 万 内 为 次 调和 夯 数 ， 但 当 了 =0 时 ,站 的 值 应 者 夺 
作 等 于 一 ce。 由 定 尺 显然 知道 , 洪 坟 (9) ; ta 人 (区 郡 是 欢 调 和 恩 
小 , 革 
外 的 一 In 和 《2 人 入) ?ta P)) 
在 DD 内 也 是 次 主 和 | 出 数 。 不 只 限于 随 个 次 调和 图 数 的 情形 ,一 艇 
地 粘 定 了 莫 空 的 在 了 D 内 次 裔 和 菌 数 族 第 , 命 
RCD) = SP YP), 
Wg) 


当 六 (DD) 满足 六 ED 过 十 5o 寺 在 了 办 也 是 次 裔 和 。 这 只 全 考 虚 条 
件 (D)，(2)，() 识 可 蕊 知道。 及 着 希 (人间 人 一 工 2 小 持 在 卫 内 
为 次 调和 ,并 且 是 单调 羧 少 到 
th PD) Ua DP) UD) 

则 当 lim wp) 不 恒 等 于 一品 上 时， 这 一 极 吸 为 欢 炙 和。 这 可 以 电 
wD 及 lim st 人 者 满足 (5 .分 及 《 丝 .中 的 事实 看 出 。 

但 是 ,了 最 重要 的 性 质 是 下 烈 吓 作 最 大 值 原理 Amaximum prin- 
ciple) 的 定理 。 

定理 1 信也 为 dauss 平面 的 域 ,了 是 其 边界 。 在 了 的 次 调 
和 和 柬 数 (2D) ;在 了 的 各 点 了 有 有 穷 实 常数 茧 ,使 

lim wp) NH (工人 .44) 


pt | 
成 本 ,上 央 在 DD 内 性 个 处 都 有 Pp) 过半 或 恒 等 地 有 PP) 三 屠 ， 
会 明 对 于 ED 的 supw( 和 DD) 丽 是 训 则 一 ce 去 总 志士 co 
出 sup 的 定义 ， 有 知 三 六 全 一 直 2 的 点 到 存在 , 使 
lim w{ pa) 一 站 
因 了 DD=DUT 为 有 界 闭 妹 , 克 {%,} 有 了 和子 列 P,tv 一 I， 2，…; 
PT < 性 人 < ") , 已 有 成 的 存在 使 
lim Pp,, =p". (16.6, 
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车 因 全 也 期 wD 一 5S 因为 4(D) 于 军 过 续 ， 夏 满足 让 人 挟 司 ， 
PED 的 点 为 开 集 , 用 日 表示 寂 , 洪 不 是 空 的 , 角 是 外 [人 ) 一 总 ， 
G 在 司 内 有 边 异 , 盆 这 边 异 的 一 点 罗 知己 徊 为 必 ， 有 适当 的 让， 
使 图 |z 一 pe| 过 7? 完全 含 于 了 内, 并且 在 这 个 图 的 周 上 有 如 的 点 。 
9 包含 这 仁 图 周 的 弧 , 而 如 po) 一, 所 以 (148.2)，{16. 人 龟 是 互相 
子 后 的。 因 之 , G 是 空 集 在 了 必 内 wD 二 人, 且 由 (6.4D5 寺 太 ， 

其 次 , 著 p* ET, 则 由 (16. 活 及 (16. 辐 有 SS<M, 考 wp) 一 下 
的 点 名 在 如 内 ,上 则 重复 以上 的 放 明 得 出 4(D) 二 于 。 因 此 ,只 剩 下 
在 总 认 各 点 处 一 过 弄 的 捕 形 。 

及 假定 匆 (9) Ww( 罗 在 域 DD 内 次 裔 和 , 剧 尘 于 满足 1, gs 尖 0 
的 实数 qj a 

Tr PP) + gta (Pp) (16.6) 

显然 征 嫩 内 也 是 次 调和 的 。 

对 于 定 习 在 Gausg 扯 面 的 域 卫 的 丽 娄 fp) 车 一 gw( 科 在 DD 
内 次 斋 和 , 剧 %D) 上 是 做 在 台 的 通 诡 和 国 数 (superharmonic 
function ) 。 : 

2) Ferron 定理 ”如 前 所 壕 ,， 我 们 已 靶 知 道 了 对 于 图 的 
Dirichlst 门 岗 的 解 /Poisson 积分 )， 利 用 这 个 仁 述 Perron 定理 如 
Fo 

定理 名 (Perron) 有 在 Gause 平面 城 履 超 调和 的 函数 v[n) 
及 非 空 的 在 .次 调和 的 连 贰 机 数 族 第 ,满足 下 列 三 条 件 : 

有 和 醋 一 (万 第 满足 WC) 委 业 (人 。 

(2) 年 取 两 全 妨 (%)， ta (2) EE 事 ， 出 (9D) 二 max {t(D)) 
WatP)} 全 属于 第， 

(3) 任 取 售 于 了 司 的 贺 玉 ， 用 4 一 po 十 Ber? 表示 下 的 圆周 ， 对 
于 尾音 的 PD) EE 第 ， 定 义 新 的 画 数 禄 (四 :PSD 一 六 时 (0) 
{PD); Ppo+ re EV 时 , 


163 全 8 人 证 其 形 有 上肢 射 


hr 
“Pp) = 可 局 -| wt not Re'r} -Es 


TR co gn) Fr 24， 
(16.7) 
划 % (Pp) EF 
这 时 候 , 命 
Hip) —snp WD) ? {16.8) 


则 瑞 (PD) 是 在 DD 内 的 调和 南 数 , 
本 明 首 沈 语 明 二 1 人 是 连 态 的 。 今 合 和 为 卫 的 任 一 点 ;以 
Po 疙 中 旋 , 作 合 于 了 内 的 阁 六 :|z 一 po 记 BR(R>>0), 任 取 局 科 扎 第 
作 w {DD) ,由 (16.7) ,以 (D) 是 在 六 内 铀 和 ， 在 圆周 于 与 连 炉 的 
直人 有 0) 一致 的 西数 。 因 此 ， 全 人 轨 ) 一 外 《有 在 了 内 灵 芋 和， 在 珊 画 上 
其 边界 值 9，。 鼓 由 最 大 值 原理 ,在 玉 内 wD 一 太 (PD) 态 0。， 部 在 六 
内 引力 ) 去 人 《及 因为 如 (Pp) 大 有 ,页 
H{%) supw (P) ‘PED) (16.9) 


胶 和 下 。 焉 站 和 站 ,将 
(R—r)}’< RI—2Rr cos(0— gp) tr (hr) 
代入 (6.7) 石 端的 种 积 图 数 , 只 贤 昌 (加 十 下 et 0 人 DO 二 二 总 )， 


Re (Ef vcr enan) 


WP) 所 


i a “(Po), {16. 10) 


后 入 地 恨 定 wp 十 Be") 20, 双 得 下 列 不 等 式 : 


人 ooy su’ Cp). (16.11) 


因此 , 当 0 所 wg 志 27, (po 十 B67) 守 0 的 时 候选 久 (PD) (mn 一 1 ,3， 
… 小 :使 
wl { Wo) = Wt Po) Er lim Vn CC Po) (po) 


号 1 TDirianiet 问题 bt: 
址 并 ; 腌 对 于 尾 沪 的 汪 (PD) 有 于 分 大 的 表 育 ， 当 看 六 让 时 可 厂 音 虑 
为 (po) 所 tpo) 人 车 全) 一 吾 (po) ,就 可 把 它 到 作 址 (Pp)) .于 
是 由 4L8.10) 有 


本 


人 ( Do) 3, = 


< Rr 
， rr 
因此 对 于 性 意 和 给 十 的 正 实数 s>>0 着 取 满 足 


十 Ya | 
Bo Hi 


的 rotro 祈 0) , 剧 对 于 满足 间 寺 7 之 zr6 的 企 意 7， 有 


于 《人 一 SB (PY 于 -oe HH (po) < + >)H Cpo) 


= (po 二 本， 
同 裕 由 (186.1 ,有 7w 守 0, 当 0 和 7 之 区 时 ,五 (2p) 二 Hipo) 一 8 戊 
立 , 序 瑟 ( 臣 在 2o 连续。 

王 面 的 证 明 申 假定 了 当 0 二 pp 寺 25 时 Wp 十 Be”) >0， 洪 这 
个 假定 不 或 立 的 时 居 , 特别 地 把 铭 (9) 固定 ， 因 (2) 在 FF 内 过 
炳 ,个 

Inf vol Pp) 一 
基 mm% 有 穹 。 纵 分 只 海上 崎 满 吓 区 (和 0) 关 加 (全 的 认 ( 节 因 五 (中 的 
值 示 变故 对 于 这 样 的 好 1) 再 代 之 电信 (一 wr) 剧 祝 ) 一 mm 
字 人 0， 册 此 可 以 导 巴 占 (2) 一 mr 在 Pp 一 po 连篇 。 均 对 于 所 有 的 情 
形 得 出 瑟 (Pp) 在 Pp 一 po 连 奈 。 

其 次, 瑟 (p) 在 DD 内 次 庄 和 一 层 已 在 1 提 过 了 。 

第 三 ,永明 五 ( 节 在 了 4 内 超 草 和。 事实 上 上, 命 zo 轴 卫 内 什 一 
点 , 以 po 为 心 ,任意 取 包 含 在 DD 内 的 菩 |p 一 po| 亏 8(R>0), 用 式 
表示 图 周 。 雪 一 方面 ,全 & 祈 0 为 任意 正 实 教 , 对 于 PpEK 芭 和 全 一 种 
Re* 有 WtPD) 世上 使 吾 (p) 一 Ui 之 812，dp(D 是 9ED 的 连 
逢 画 数 , 姑 已 多 证 明 的 ， 互 (扫地 是? 的 连 核 西数 ,和 夏 有 含 于 了 内 


站 龊 在 市 上 有 中 绚 
的 几 的 邻 城 了 (好 一 亚当 太后 时 
1 im) — ,tp) < a, (16.12) 
对 于 EK 的 各 点 P= 二 po 十 Be ， 都 及 。， 由 于 下 是 有 噶 陆 集 ， 
研 出 五 smne-Borel 复 贡 定理 ， 可 选 册 有 最 个 Pi Wa Wn， 恒 
VoUVoU… UV 2， 从 
Wg) marfs, (0) Wa) Up} (16.18) 
则 出 条 性 (2) 有 是 人 在 澡 。 另 一 厅 面 站 闻 一 ,2 …'y 竟 峙 ,内 要 
PCF 于 (WP) 一 VAPD) 芝 8 下 册 人 民 6.183)，, 于 应 
Hp)—wp)<e, PEK,. 
由 (16. 仿 有 
H( po) =u (po) —| upot Rew dp 
2T jo 
> H (ptRer)dgp— se, 
Dr 0 
这 里 s 着 人 尾音 的 正 实 数 , 故 
H(po) > | Hp Roe)dp. 


由 于 瑟 ({0 连 车, 故 这 一 不 等 式 均 未 五 (让 是 超 炙 和 夯 数 。 

这 祥 就 证 明了 匡 (w) 违 和 炉 , 并且 同时 为 超 番 和 用 次 调和 。 页 
在 舍 于 了 交尾 音 页 下 内， 同 蛙 瑟 《 呈 过 瑟 【《 肌 ， 殖 (及 池 瑟 飞 他) 
ODE， 外 豆 ( 加 能 驶 用 Poisgon 积分 裴 示 ;从 而 是 列 各 的。 

3) 对 于 有 界 闭 域 的 Diriehlet 人 凡是 本 小 节 内 将 考 幅 
Gauss 平面 上 有 界 开 部 的 Dirichlet 辣 题 , 其 中 必 的 边 讲 系 出 
而 全 人 一 工 2 被 此 分 玖 的 Jordan 年 线 ?ay Ya ;Yr 和 构 胶 : 

了 一 Li ys. 


也 就 是 , 答 定 在 忆 上 上 连续 的 单 值 实 历数 了 ay， EL ， 从 而 证 
阴 以 了 {四 为 边界 值 的 Dirichlet 询 题 的 搬 的 存在 。 


一 般 地 , 命 Gauss 平面 上 域 DD 的 边界 工 上 一 点 为 po, 以 和 


#18 Dirichlet 了 题 区 


为 中 心 作 图 六, 如 有 定义 在 VND 内 的 贡 和 画 数 @ft9) 满足 
0<wtpD) 1 在 六 的 图 周 克 及 隔 的 公 革 部 分 苹 站 DD 下 o 处 
wo 全 各 有 具 边界 值 工 及 0: 部 

lim wi{») =1, lim of 人 一 人 


PD 

的 话 , 把 (PD) 时 们 在 po 处 DD 的 (甘于 六 的 } 贸 而 数 (barrior)， 

欲 证 明 满 足 前 述 条 件 的 有 界 域 的 边界 忆 的 各 点 ， 及 以 之 为 中 
心 充分 小 的 圆 的 据 画 数 存 在 ,只 须 庄 下痢 定理 。 

定理 3 在 单位 贺 乓 :|j*| 过 工 内 , 联 类 其 中 心 汪 0 及 图 周 下 
一 点 加 二 99 的 Jordan 曲 炉 谣 赴 8, 于 是 ,有 定 习 在 到 一 户 的 调和 
医 数 ex 二 ， 襄 足 :0<oa 人 二 在 下 的 贺 周 睛 上 除去 名状 各所 
及 2 一 0 届 这 给 倩 


lim ca (2) 一 工 ， lim wi (2) =, (416 .14) 
时 车 
鱼 明 不 关 普 逼 人 性 可 以 到 加 = 一 工 划一 w。 取 丽 儿 


WwW) = 08 2, (16.16) 
10g 了 一 六 的 一 个 分 支 , 因 上 一 记 是 单 过 通 的 , 鼓 炎 (%) 在 访 处 是 昔 
慎 茵 装 。 更 在 来 洽 玉 一 上 8B 六 ww{%) 里 重 成 怎样 的 城 。 值 域 在 儿 
的 下 持平 面 Nw 过 0 由 一 1 出 发 反 时 借 注 向 炎 单 位 图 局 襄 一 出 回 
到 一 时 , 名 (2) 在 腊 轴 上 由 一 Tt 出 发 最 后 到 法 zw， 名 的 上 下 况 
便民 汶 直 同 的 人 象 : 由 2 一 0 出 发 语 癌 的 上 便 芭 一 上 时, 草 和 一 下 十 好 
是 由 Ww 二 一 co 出 发 在 Su >0 移动 最 后 到达 十 wi 的 曲 区 mm 2 沿 
8 购 下 全 移 革 时 的 包 值 ,是 由 Y 一 一 o2 出 发 在 二 站 移 副 最 后 到 
达 一 zt 的 曲 ra 及 的 一 个 点 其 上 下 但 忆 应 的 值 相 着 20 这 
就 是 所 库 71 与 za 之 间 的 驾 度 。 命 oa 一 azg( 一 o 一 轨 ( 们 ) ,pa 
T(E 一) 使 | 9 所定 91，93 风 

wl) = 
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显然 是 满足 (18.14) 的 商 数 ， 用 因 pi，9a 硬是 在 区 一 8B 上 的 调和 和 
匣 娄 , 故 wi(%) 由 是 在 该 处 的 调和 两 数 。.， 

Gausg 平面 上 有 界 域 卫 具 上 进 边 界 器 和 时 , 由 定理 3 次 
易 作 边界 上 点 po 的 栏 画 数 。 邹 作 以 2 为 中 心 充分 小 的 加 六 , 使 
只 与 po 的 7 相交 ， 目 .i; 向 售 玉 和 外 部 的 点 。 由 和 9 出 发 在 
Yi 上 沿 基 一 方面 前 进 最 初 这 到 六 的 局 界 这 一 部 分 仙人 和 做 ,他 
2 一 Po) /RCBR 是 六 的 御 径 ) 这样 由 交 平 面 移 到 2 平面 ,这 时 
售后 的 怕 为 如 ,有 则 由 定理 8 所 答 的 函数 mxtz) 四 做 是 ?的 苏 数 时 ， 
(PD) 二 Qi (办 就 是 馈 求 的 栅 贡 数 。 

有 了 频 上 上 的 准备 后 , 我 们 来 解决 本 小 节 主 要 上 日 标的 Dirichlet 
问题 。 

定理 和 &_ 命 也 为 Ganss 咎 面 上 的 有 异域, 屁 的 边界 生 是 彼此 
分 离 的 有 涯 个 Jordan 帆 巷 7 起 一 二 2 0) 所 构 驳 。 在 二 上 上 
任 答 连 糖 单 值 实 醒 数 了 (s)， 旭 有 六 之 为 进 值 的 在 忆 肉 调和 的 男 
数 。 

鲜明 稿 定 的 过 界 值 了 (%) 在 上 连 生 ,本 是 有 界 赔 集 , 故 有 

实数 型 祥 足 2 了 (2) | 玉 于 所 十 oo, 过 炉 于 也 的 次 调 秒 数 WD)， 
对 于 一 9€ 丁 过 和 异 条 性 
Jim uD) < 六 (9) (16.16) 
艳 立 的 画 数 族 用 41 表示 , 则 1 未 是 容 集 。 事 实 . 上 ,2( 二 一 一 炳 显 
然 汞 足 这 个 条 件 。 

从 2{D) 二 于 居 一 雪 w (Pp) 蕊 1 都 有 AD) 二 2(p) (由 最 大 值 
原理 ) , 砷 且 凡人 名 是 超 调 和 而 数 。 显然 册 满足 定理 2 的 条 件 (3)， 
这 样 焉 定理 2， 

Hp) 一 SP uD) 


在 卫 调 和 。 国 此 只 和 儿 下 站 是 五 (0 取 边 界 秆 Fo ,gET 了 了。 


8 18 Jirichlet 三 如 i187 


为 了 证明 这 一 点 ; 会 6 为 任意 烙 定 的 正 实数 、 由 了 (2) 的 速 入 
性 ,以 g 为 中 心 作 充 分 小 的 图 六, 使 | 
Fo) -fi <e, EVNT, (16.17) 
且 玉 不 但 是 内 与 一 个 7Y; 相交 , 井 有 By; 还 合 下 外 部 的 点 。 丁 此 由 
定理 3, 也 在 9 处 有 栅 画 数 (全 ， 它 满足 oo 人)< 工 ,六 和 六 ,在 
六 的 周 界 面 展 于 避 的 点 边界 值 是 1, 在 8? 的 边民 值 为 0, 且 在 
VD 内 为 调和 机 数 。 信 命 
| Me， 当 ED--F 时 ， 
vp -yo ) 填 8s， 当 pEVND 时 
2 9 上 
于 是 区 {的 任 膏 点 8 在 上 的 外 部 或 不 皇 外 部 ,分 划 有 
lim wv(Pp) 沪 导 十 8 或 六 8， (18.18) 


命 19) 一 一 多 人 于) 出 于 9 的 是 了 内 的 连 征 起 调和 西数 ， 
故 v1(D) 在 该 处 为 连 种 痰 调 和 泵 数 。 随 9'E 荆 并 六 的 外 部 或 不 在 
外 部 ,出 16.18) 分 曙 有 
lim oCp) Heiftg) 或 一 srt。 (16.19) 
前 者 由 型 的 定 父 ,后 者 由 届 86.1 由 都 有 志 f (9) ， 可 04149) 10 从 
而 y 二 (宇和 ,ED， 歼 
lim H (Pp) lim vi{() = —atf tg), (16 .20) 
男 一 次 面 ; 从 42(PD) 王 一 2D) 一 fi)， 央 本 总 的 (2) Ei 由 
(16.16) 及 (6.18) ,根据 YE 在 FF 的 外 部 或 不 存 外 部 ;分 别 有 
lim {up) twp)} lm wp) 十 im v1{ Po) 
fo fF 一 Hs 或 f(g) ft{o) —s. 
由 并 的 定 立 基 116.17 ,上 式 的 在 问 趟 论 十 末 --~ 种 情形 秀 是 琶 妆 。 
即 lim {CD 二 va 过 0) 而 CPD) 寺 加 (入 的 各 项 者 在 必 连 炉 次 
调和 , 根据 辜 大 值 原 理 , 在 口内 有 WD 所 一 atp)。 部 并 (yp) 


Irs 第 上 于 洪 形 委身 
DED; 合 PDP->g 得 
lim 五 (2) <f(9) +e. (16,21) 
Po 


合 关 (16.20) 及 (16.21) :注意 >0 是 任意 的 ， 
lim H (Pp) =f (9), 
这 是 欲 束 的 本 果 。 

这 个 定理 当 放 宽 了 (人 在 二 上 夺 移 尘 ,， 仍 提 可 以 成 立 , 将 在 下 
和 攻 汀 到 。 

4) 必 raen 夯 数 命 也 为 不 包含 z==eco 的 邻 域 的 数 蒜 面 上 的 
任意 域 ;2 海 如 夫 的 任意 点 、 在 DD 内 部 除 活 点 9 潮 在 其 他 各 感 轩 
有 定 艾 的 狂 值 夯 数 gtP，9) 满 足以 下 两 条 件 : 

(1) 在 PED-Y 9D DD = logrth() r= Ip (中 
(DPD) 定义 于 包括 9g 的 情 内 各 点 ;并且 是 吝 和 的 )。 

(2) 在 D 的 边界 了 (就 数 球 面 上 考虑 ) 的 各 点 8, gLP，9) 其 边 
界 值 属 : 

lim gp; 9) =0, 


用 把 gCP 1 名 叫做 卫 闫 干 8 的 G78en 图 数 。 令 以 9 泳 中心 作 充 
分 小 的 莒 玉 ;由 条 伞 ( 陋 知 y(W; 拉 当 名 和 在 六 的 内 部 或 周 览 上 时 总 
正 的 。 因 一 gp 0 在 总 一 让 上 为 次 兰 和 画 数 , 且 在 边界 上 它 的 
慎 是 0 或 为 贰 数 , 融 由 最 天 秆 原理 知 庆 gy{p; 四 当 P2ED(p¥ 人 DD 时 
9《 力 9) 之 0 将 这 个 推 熙 汶 法 应 天 于 
dP, DIP: 9) 9(9, PD) 
PTED DEN, 
首 上 光 国 定 y; 命 罗 赵 近 于 边民 天 上任 一 点 s 于 条 件 (第 一 后 稚 
于 0, 至 于 第 二 项 则 由 上 逮 的 结果 9 (9， P) >0, 故 
0 lim g(9, PD) E+ oo, 
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所 以 Jim cd(2， 9) 三 0。 另 一 方面 ， 由 条 位 (1) dlp 9) 二 (9) 
CD 在 固定 的 9 (作为 可 去 青 战 ) 也 是 调和 的 。 覆 由 最 大 值 
原理 知 洪 4d(w, 四 当 wwED 时 必须 0 9 所 0。 固定 认为 9 
的 茵 数 ， 每 复 以 上 的 讨论 ， 得 出 当 gE 时 有 Ctpy 人 三 9。 就 
dp 9) 三 0。 因 此 新 朋 了 直面 关 于 Green 画 数 对 称 性 的 定理 。 

定理 > 玻 六 内 的 Green 了 辐 数 g(p，9) 关于 下 的 两 个 变数 是 
对 称 的 ? gLP; 的 一 了， 2)， 

其 次 , 考察 站 为 Gauss 平面 的 有 检 域 的 情形 , 官 的 过 时 艺 
季 册 有 笋 个 百 相 分 开 的 Jordan 曲 蕉 和 构 可 。V8 为 六 的 任 一 点 时 ， 
窜 求 卫 的 Green 泗 数 ,由 条 件 ( 了 IT) ,只 锻 求 出 

hn =—g np, Florr, 9 一 | 加 一 C| 
就 人 能 了 。 由 假 融 ; 站 他 在 卫 内 各 点 狂 和 和 ,在 三 上 的 任 一 点 上 县 邮 
界 值 log1s 一 91。 而 边界 低 
f(s) =—Iogls—g9|, 

由 于 荆 是 有 界 阴 集 有 HL 9EI7T， 鼓 是 5 的 单 什 连 筷 实 什 图 数 。 由 定 
理 4 知道 这 样 的 丸 (P) 一 定 存 在 。 因 呈 得 下 公证 Gzeen 伪 娄 在 
在 的 于 烈 定理 

定理 6 域 卫 为 dauss 平面 的 有 蜡 域 , 宦 和 的 边界 由 开 鹤 个 彼 
冰 分 离 的 jordan 沸 妈 构成 。 则 对 于 仁 一 二 9 站 的 Green 而 煞 
引 2 的 存 皇 。 


$17 单 连 通 域 的 共 形 上 喘 射 


1) 及 ieimmann 基本 定理 ”关于 波形 上 喘 身 存在 性 的 孵 络 ， 记 
Riemann 1851 年 的 学 位 论 交 (Dissertation) 开始 。 为 了 考 滤 及 
Ricmann 他- 和 的 这 一 基本 定理; 扰民 玫 个 下 人 攻 开 始 。 

玉 Riemann 面 卫 上 的 任意 本 点 P29;y 巡 此 二 点 的 Jordan 出 
攻 way us 同 榆 的 油 义 ,已 基 在 $14, 2) 裔 明了 , tt 及 Wa 互 为 同 偷 
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时 用 符号 pi 一 ws 用 十 o 由 同 愉 的 定义 最 然 知 道 , 对 于 同 -~ jordan 
上 井 和 龙宫 ， 多 于 如， 友基 钾 一 aa 天 各 3 人 2011 洪 名 1 一 204) 5 人 必 二 3 期 
wi~2Wwa， 部 彼此 同 偷 的 Jordan 昌 灶 构成 一 个 类 。 这 出 向 玉 上 上 闫 
硒 力 ，9 的 道 路 类 (class of Daths) 

其 次 , 堵 纤 9 一 9 的 情形 ， 这 时 上 述 的 地 线 成 为 下 2 出 发 又 河 
到 了 PD 的 Jordan 由 焰 , 把 它 叫 做 荆 形 才 习 00p)。 tm 及 twa 可 是 出 点 
六 出 笋 腕 加 到 六 的 起 形 开 ， 先入 wa 一周 肯 继 秆 黎 *ws 一 周 也 是 出 

1 发 及 同 到 Pp 的 船形 台 ;用 名 * aos 表示 之 。 这 样 显然 可 以 看 县 ， 对 

于 人 性 站 三 个 组 形 星 4， Ms Wa 有 01 C4* 让 8) 一 (pi 7 2 * 0a 戌 
计 。 友 力 点 也 可 以 看 作 是 一 个 燥 形 , 有 用工 表 示 这 一 入 形 弧 , 则 显 
然 可 以 看 出 对 于 性 意 的 好 形 强 如 有 久生 =14:tw 一 如 ， 其 次 ， 当 01) 
wa Wl9 Wa 为 往 足 久 盖 全 Wa 盖 WWa 的 革 形 强 时 ,由 间 栓 的 是 闵 显 
然 知 道 pra 一 wi Wa 威 立 。 因 此 上 述 滴 尘 : Wi*tws 可 以 看 作 是 对 
于 由 男 出 发 久 回 到 名 的 道路 类 的 运算 。 最 后 ， 当 名 为 任意 的 租 形 
绝 时 ， 用 WW 表示 兴 包 省 同 走 一 周 的 稻 形 强 。 包 "0 或 如: 贡 
蔓 然 与 工 下 一 慨 ， 但 是 考 碟 由 史 出 发 到 中 途 肥 折 姓 史 的 走 法 时 
tw 地 和 1 二 闻 榆 : 如 W001: 刀 ~， 这 样 出 Pp 弛 发 及 
曾 到 p 的 道路 类 构 成 一 个 群 。 合 形 , 表示 这 个 群 。 可 以 知道 , W,， 
的 娃 构 实际 上 与 无 美 。 令 性 取 呈 的 本 点 及 #9) 此 较 于 上 Wo， 
命 2 为 问 灶 Pp 与 9 的 尾 意 Jordan 曲 狗 , 玉 , 的 元 索 郎 用 脱 于 该 
类 的 粗 形 塌 芭 表示 ， bottom 是 了 类 中 的 元 素 。 于 是 , 由 于 刀 与 
v0"W9 的 对 应 , 故 形 , 与 形 , 的 对 应 是 1 对 1 的 ， 并 且 对 法 还 算 
是 保持 的 ， 邵 厂 , 友 彤 , 群 间 构 。 这 个 和 群 电 做 Riemann 而 呈 的 
基本 群 (Fundamental group) 、 潜 这 个 群 只 出 单位 二 构 度 ， 刚 称 
及 是 单 巡 通 的 。 

及 Riemann 面 及 上 的 一 个 阴 和 集 要 4, 在 只 一 44 有 有 表 个 不 同 点 
p， 9， 浴 R 上 爱 精 ,9 的 任意 Jordan 临 读者 与 4 相交 , 叫做 4 
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红 制 Cnoreelem 吾 .在 五 上 可 忆 作 她 个 彼此 不 相 迹 的 简章 Jordan 
冰山 区 ?1 73 Ym 这些 曲 如 的 并 集 L ?yi 不 能 分 割 呈 ， 住 这 样 
的 % 十 1 个 曲 稀 不 龙 存 在 的 时 迟 ， 时 做 R 上 具 亏 数 (genus)n。% 一 0 
时 ， 换 句 郑 融 吾 上 和 任意 的 简单 Jordan 责 曲 入 都 分 荐 号 时， 时 储 
导 为 单 叶 型 (schlichtartig)。 球 面 以 及 球面 上 的 域 是 单 叶 型 。 及 
性 杯 面 (torus) 郎 3 锥 Euclid 答 间 好， 9 起 内 的 曲面 
Cv m+ ba (0 一 g 瑟 大 

老虎 作 Riemann 和 面 时 县 亏 数 工 

单 连 通 Riemann 面 由 它 的 定义 显然 知道 是 单 叶 型 。 改 在 复 
数 球面 上 考虑 时 , $2, 2) 菩 与 的 单 过 衣 域 自然 是 作为 特 琶 情形 包 
括 在 内 。 

所 诊 Riemann 上 映射 定理 或 基本 定理 是 指 下 述 定 理 和 上， 

定理 态 任 音 的 昔 连 省 Riemann 睾 吾 能 散 《 但 除去 有 婉 京 
的 支 感 不计) 一 对 一 县 闪 形 地 上 映射 成 下 列 二 者 之 一 ; 

(1 复数 球面 (这 时 呈 叫 做 椭 图 型 ); 

{2) Qausg 全 平面 (如 为 抛物 型 ); 

(3) 单位 图 的 内 部 (BB 为 双 曲 型 )。 

性 应 用 上 最 重要 的 是 情形 3), 民 为 复数 球面 的 域 时 可 杆 充 如 
下 

定理 了 复数 球面 上 边界 点 霍 少 有 加 点 的 单 迷 通 域 了 能 束 
一 对 一 卫 共 形 映 射 到 单位 圆 | 入 的 内 部 。 尺 假定 这 个 域 的 边界 
的 一 莉 分 出 人 简单 Jordan 弧 荆 和 构成, 并 县 荆 的 内 部 站 除去 西端 
点 的 部 分 ) 不 是 卫 的 边界 除去 六 部 分 的 聚 操 ， 旭 上 述 的 一 对 一 共 
形 眶 射 ， 可 以 推广 海 卫 及 TY? 的 填 集 到 单位 图 |z| 之 1 和 它 的 圆周 
|z 二 1 的 一 部 分 的 一 对 一 双方 连 秆 变换 。 

本 节 的 目的 是 证 明 这 个 定理 的 前 一 部 分 。 

定理 上 复数 球面 上 边界 点 至 少 有 疯 点 的 单 连通 域 D 能 胡 一 
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对 一 地 其 形 上 蛇 射 济 单 位 图 , 妇 |< 工 的 内 部 。 

广 骨 合力 的 边界 为 了 , 则 了 工 在 复数 蒜 梧 上 构成 一 个 迷 通 轩 
集 。 否则 假定 二 能够 分 胶 两 个 互 斤 半 集 六 i; aa 在 石 内 作 一 折 
入 ?使 了 4 和 ss 中 有 一 个 在 ?的 内 部 ,号 一 个 在 ? 的 外 部 ;这样 
与 总 为 单 连通 域 的 假定 相反 。 

由 于 :二 且 少 有 两 点 , 故 有 了 两 点 &, 以 和 co) 属于 卫 ， 泛 过 


六 鹤 贞 射 到 二 下面 巴 相 重 的 两 个 域 六 2 了， 其 中 的 每 一 个 城 是 已 
的 一 对 一 臣 形 象 。 例 如 取 也 于 售 es 且 
C= Fo 
则 记 一 对 一 闭 形 地 上 虹 射 拉平 询 的 有 办 域 D'、 
因此 可 以 直上 失 普 通 佳 , 措 定 最 官 的 也 就 是 Ganss 于 而 的 单 这 
授 有 异域 。 根 据 $ 6 的 定理 ,对 于 了 内 的 一 尺 9 存在 Green 图 
散 gCD, 四 ;由 $5 的 定理 9, 在 以 Pp( 关 四 为 图 宪 的 各 图 分 城 ( 因 加 
是 单 连通 域 } , 9g(Pp; 9 的 共 瑟 调和 夯 数 &(Dpy 9 除 应 加 的 常数 外 
叭 一 确定 。 疝 定点 Po， 取 其 中 的 一 个 
gp, 0 tih( pn, 9, (017 .1) 
在 Dg 内 实行 解析 开拓 所 得 的 画 数 9 (2 的 士 斌 (Di 49) 一 log (Pp 
一 分 的 洋 部 在 刀 内 (点 包括 在 内 ) 到 外 都 是 调和 的 ,再 者 , 娓 是 童 
过 通 , 仍 册 5 定理 9, 除去 相 益 一 个 葛 号 数 常数 饮 外 可 以 唯一 确 
定 。 因 之 ，{I7 .1) 是 滞 肥 时 对方 回 炎 9 点 一 周 后 十 加 275i 的 在 
了 DD 一 9 的 正则 浅 数 。 命 
wD — 6 (17 .2) 
在 了 一 9 内 各 点 章 伞 正则 ,在 点 4 的 分 域 则 | 名 (9)| 一 ?< 并， 
起 还 是 可 去 毅 点 。 本 (Pp, 站 在 如 再 和 名 点 单位 正则 ,由 于 
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9 (WP, D>0, 下 Iw 全， 全 | <1 
要 看 在 9 点 的 状 吏 , 仍 命 
yD DD TRD, log(p -0 =p(p, Ds 
其] 
ng CD， 由 | — ptiomp—Ttetp, I — (太一 人 SP 0， {17. 2) 
因 jp 的 在 力 再 单 值 正则 ,可 ew? 人 0, 妇 wp, 多 在 p= 二 9 其 
一 航 霸 点 。 

其 次 ; 为 了 诈 明 w(py 9 以 取 一 次 且 只 取 一 次 | 名 | 之 1 再 的 
种, 命 好 为 满足 | 妈 |< 工 的 任意 值 , 因为 D 是 Ganss 平西 的 有 界 
找 , 罕 的 边 务 二 是 有 人 雪 朋 和 柴 。 任 取 荆 的 一 点 58; 命 Pp 一 #5 由 于 
yD 四 一 0 可 以 为 中 心 作 充分 小 的 图 ,在 图 周 上 尼 于 DD 内 的 
点 ， 表 个 

< yp < 8, Oe — log wr" | 

胞 立 。 国 为 二 是 有 界 于 人 梨 ， 故 能 够 找 出 有 穷 个 这 样 的 图 把 工 复 
六 ;也 就 是 在 DD 内 可 忆 作 一 包 舍 4 为 内 三 的 东单 Jordan 此 粮 ?， 
在 7Y 上 使 |w(p, 中 [一 o>e™* 之 |w' | 成 并 。 邦 在 YY 再 (Pp; 外 
一 名 ”的 根 的 个 数 ,根据 Bouché 定 还 个 诗 定理 介 , 等 于 如 :0 
的 根 的 个 数 。 上 面 已 沟 证 明了 wp 人 在 323 有 具 一 级 需 点 , 且 虫 
(7 .4 知道 它 没有 另外 的 根 , 克 tw(n, 入 一 w' 在 YY 夫 有 有 旦 .内 有 一 
个 和 并 。 在 y 外 边 旭 和 鹊 酷 恋 动 ?7 可 使 0O<g8y(p, 只 达 8 成 袜 。 蕊 
之 ,20 的 就 是 谷 求 的 耳 射 面 数 。 

2) 边 轩 对 应 卫 是 Gauss 平面 的 有 界 城 ,7 是 宪 娩 边界。2 
王 尾 章 酚 个 自己 可 达 的 点 cy gp， 可 用 了 内 的 简单 Jordan 颖 连 精 
起 来 。 这 个 得 各 将 帮 内 其 他 部 分 分 成 了 两 部 ,所 以 叫 作 了 的 神灵 
(eross enuf) 。 朗 有 藤 如 讽 gx 一 了 2) Grri 巡 一 1 2;"…:) 与 
之 无 关 地 含 于 卫 一 q 的 同一 连通 成 分 gn， 持 且 gi 的 将 径 收 全 于 0 
时 , 称 {qn} 构成 章 炎 的 闫 本 别 , 而 上 光 域 g, 的 半 包 的 公共 娩 分 
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中 做 这 个 基本 烈 趴 定 的 边 轩 元 系 (4Erimendle)， 

出 二 个 基本 齐 名 各 (3 一 了 2 所 纪 定 的 城 到 名， 对 于 
洛 个 共有 站 存在 ,使 9 二 gs ;94 二 9x 成 立时 , 寻 修 (C94) 及 (qn) 流 同 
等 。 辣 等 的 基本 列 吕 然 风 定 同 一 边界 元 素 , 但 其 复 基 趟 一 定 成 下 。 
例如 怀 为 单位 因 , 但 除去 正 实 山 部 分 及 原点 , 于 是， 用 2 一 % 十 多 ， 
0 一 zx 一 工 ,4 一 和 表示 的 点 邦和 输出 枉 个 不 同等 的 基本 列 。 

根据 Sechoentlies 定理 ,和 刘 曾 的 -一 部 分 由 简章 Jordan 山 料 
Y 构成 ,7 鸭 首 点 不 是 了 一 7 的 人 聚 点 的 时 候 , 则 ?> 的 种 上 碟 pP 是 自如 
的 可 达 上 点。 页 DD 内 有 以 2 了 沪 入 点 的 简单 Jordan 曲 黎 4， 以 Pp 为 
中 心 作 充 分 小 的 图 天): |z 一 p ;二 7 出 Dp 出 发 尚道 饥 , 最 初 与 
同 于 人 的 交点 时 作 4 ,其 突 再 由 A(r) 出 发 党 图 周 向 左右 两 
侧 物 动 , 最 初 与 7Y 的 变 点 分 别 叶 作 At7)，B(7) 和 (7)， BI(r) 
显然 六 自卫 的 本 达 点 。 在 上 还 男 局 上 ,他 4) 表示 加 交点 通过 的 
天 强 有 7) ，B C7); 央 对 于 满足 外 宝 广 ，lim rm 一 0 的 任 奏 实数 
Pa 二 2， ') 构成 基本 齐 ， 这 时 候 9rn) 所 记 定 的 域 
fr 全 以 上 过 图 A ,如 Cro) 及 由 此 两 点 所 确定 的 碍 和 YY 为 
边界 ， 其 直径 收 佑 于 0。 故 出 8M) 类 定 的 边界 元 烷 就 是 2。 关 
于 其 他 边界 元 素 ， 由 tr， 如 所 确定 的 7 上 的 弧 ; 当 %w 一 00 时 它 
的 殖 径 也 收 襄 于 0。 与 Y 有 闪 点 的 边界 元 素 只 能 是 由 各 个 7Y 上 的 
一 点 构 胶 的 。 

对 于 Gausg 第 面 域 的 达 雳 上 一 上 3， 只 归 lim p,—D, 
PD, GE 万 人 一 2,"…)， 其 如 内 有 以 Pp 为 六 点 的 饮 单 Jordan 弧 ?， 
点 列 加 Day Dry 一 的 点 就 按照 这 个 采 子 排 企 站. 上 的 时 想 , 称 
p 为 自卫 单一 可 达 边 界 点 。 于 是 ,下 列 定 理 成 立 。 

定理 2 在 Gauss ?下面 有 葬 个 有 界 单刀 通 域 品 及 D' ,本 省 之 


#i7 单 建 遂 成 的 水 形 瑞 射 17 


1 


加 田林 数 
wfts), 2ED, WED 

稿 出 一 对 一 的 共 形 映射 美和 桑 。 DD 及 DD' 的 边界 各 六 及 I", 世 是 
1 上 一 个 自 忆 的 可 达 这 界 点 ,Y 是 以 5 为 终点 的 了 内乱 单 Jordan 
曲 杀 ,人命 aiy 031 地 Ww 沟 上 两 个 自 D' 的 首 一 可 达 述 界 点 。 
这 时 YY 的 人 象 了 (7Y) 趟 能 无 宅 接 近 ol wz. 详 租 的 说 ,就 是 在 Y 上 不 
论 怎 样 取 趋 过 于 购 点 列 如 ,xz4，…; 都 不 能 有 两 个 于 列 共鸣 ，… 
及 如， 妆 ;…'， 滑 足 

lim (2n) 一 1) Lim (ay 一 cg。 人 和 


枉 明 因为 oi 天 os 故 ,o1 一 oa 一 >0， 又 因 妃 为 行 界 , 

5 为 有 穷 。 趟 失 普 通 性 , 可 命 4 一 ?04-1 2 一 23ny 由 居 7 .4) 可 假定 
了 (an—1) — 1 ] KF (#9n) — 3 都 于 /8， 由 假设 ory osy 池 是 目 

DD 的 单一 可 村 边界 点 , 碎 在 D' 内 把 了 (wan_1 人 一 工 , 2,…) 惰 次 奸 
桂 起 来 ,及 把 Yaw) (一 工 2，…) 也 依 诡 连 轩 起来 ,这样 就 得 时 人 妇 
别 趋 近 于 wi1， ws 的 简单 Jordan 复兴 ya，7s， 趟 失 普 通 性 可 认为 

yi ya 各 在 图 妇 一 | 之 6/4 6 一 1, 2) 内 的 D' 部 分 。 取 了 (7) 的 
弧 其 两 问 为 (Yan) ， 了 zm)， 对 于 % 达 mw 的 mw 丸 取 其 端点 为 
了 (2am+I 9 了 (Zam439) 的 弧 , 这 | 山 个 级 与 yi Ys 的 罗 映 备 汶 了 (2m_1)， 
了 ani) 及 了 (zan (zam+3) 的 强 一 甘 四 根 Jordan 强 , 和 在 四 个 点 每 
个 点 那里 用 两 根 相 变 。 这 样 前 两 根 的 从 部 与 后 两 根 的 一 部 (或 全 
部 ) 就 构成 一 个 Crauss 平面 的 曲 杀 类 形 ! 套 看 图 .141， 这 个 出 太 
年 形 的 周 个 都 是 已 的 点 ;上 婚 是 单 连 迪 域 , 友 曲 苞 短 形 的 内 厂 必 
须 都 含 于 D'. 在 过 车 了 za 及 了 (am+t1) 的 任意 DD' 内 草本 上 人 性 
职 一 点 请, 自 情 出发 向 二 两 侧 前 进 , 斌 要 与 上 述 曲 福 弧 了 (3%3n-_1)， 
fn) 及 了 (2amL1) ;了 (Yom+3) 站 相交 ,又 要 净 近 于 的 点 ;这样 的 
曲 钵 必 与 上 波 曲 炎 弧 不 za 1 Zam+l) 及 大 ga 大 sim 人 由 交 。 这 
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> flrin) 
上 fy + 


图 17 .1 


是 平面 的 拓扑 竹 质 , 用 (2n， 2n 十 1 2m-+2 ,2m 十 8) 代替 (28 一 二 
2n， 2 十 并， 2m 十 名， 同样 事实 也 成 立 。 为 有 有 合 起 见 这 一 性 质 叫 
构 “ 性 质 4”. 

今 以 契 面 上 的 上 为 中 心 , 作 年 径 为 + 的 图 玉 (r) , 取 ro 充分 
小 ,只 要 0<r<re, 不 妃 设 的 以 如 23 为 问 点 的 颖 是 在 这 个 图 外 
部 的 。 

对 于 0<y*syo 的 所 有 r， 岂 二 蜡 发 滞 》 的 遂 广 向 前 进 时 , 有 
最 初 与 区 (7Y) 相交 的 点 。 命 2(7) 表 示人 这 个 点 。 因 为 7》 到 的 中 涂 
可 以 考 岩 为 折 芒 , 故 2z(7) 在 7 上 以 可 数 个 放 出 现 。 取 V 为 充分 
大 ; 因 Y 上 上 比 洁 前 ( 郎 白 为 出 发 洲 Y 向 前进 时 和 遂 过 ) 的 点 可 以 
考虑 在 区 (各) 的 内 部 。 这 粮 由 z(r) 出 发 在 太 (n) 的 图 周 上 左右 前 
进 时 ,了 2) 所 曾 的 曲 久 工人 7 误 示 与 已 f (8), 了 (82) (20) …， 
F (0 Fa ，… 作 两 端点 的 了 (7) 的 听 相 交 。 故 由 上 述 的 性 质 4， 
曲 侣 上) 六 有 贷 与 ?1，73 四 变 。 

因为 DD 是 开 扩 , 故 区 (7) 与 忆 的 公共 部 分 疏 分 成 可 数 个 连通 
艳 分 的 强 ， 鞭 中 合 zfr) 的 象 为 了 上 (7) , 故 由 上 述 结 果 , 工 (r) 的 长 比 
Yi 及 ys 的 距离 的 一 们 或 工 为 大 。， 
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其 灰 ,给 定 尾音 正 实 娄 8, 潍 足 0 人 Es:7 所 To 的 曲 和 上 (7) 丛 体 
为 也 的 一 部 分 , 它 的 面积 访 洲 


S=-| f°@ lw ay=|" PCE+reo lor dr mg。 
出 Bchwarz 不 等 式 夺 J 
(| 二 ?0 ) rag) <| FE rol) [2r3d0 | 


< 2 | Fd re | ra0, 


更 因 
Jr Erren) ragm | IF) lids! = Lr), 
可 有 
5 7 A <|lF CE 4 pe) rr 


站 rp wr | pa | 
8325. wp | Ct re®) lr dd dr=8, 


lom jo 

8 自然 不 能 天 于 D' 的 面积 。 丸 因 D' 为 有 界 域 , 战 广 是 与 8 

元 关 的 有 界 数 什 , 册 (27 .内 当 s 0 时 左边 的 极限 值 为 二 so， 网 
卫 产 生子 盾 。 

定理 3 志 为 Gauss 平 商 上 的 童 连 通 有 界 城 , 它 边界 的 一 部 


3 
5 8 (17.5) 


分 由 简单 Jordan 红 荆 构 启 。 自 工 去 挤 两 个 回 点 的 了 7? 不 是 了 的 


其 余 边界 的 聚 点 。 这 时 如 果 %=J GD) ED) 给 出 了 DD 到 单位 图 
加 |<< 工 内 部 的 一 对 一 共 形 映射 , 则 责 数 
w=f (2) 


同时 炸 出 DJ? 与 jw| 二 1 下 加 |w! 二 1 上 某 -一 部 分 之 间 的 一 对 


一 下方 这 续 对 过。 
证 明 名人 午 面 单位 图 lo] <1 的 边界 : | =1 下 的 所 有 点 显 


1 第 6 齐 拱 形 映射 

然 是 占 半 位 图 再 的 彰 一 可 达 边 界 点 ,2 于 面 下 上 的 点 也 是 自古 
的 单一 可 半边 界 点 , 这 是 由 于 了 7 的 性 何 虚 娩 趟 是 其 余 达 异 点 的 
王后 。 

任 取 站 的 一 点 Pp, 有 满足 gED(n=1, 2，…)， lim Pp 一 的 
点 列 {pn ， 连 辕 PDs 本 得 DD 内 篇 单 Jordan 缴 了， 其 称 点 为 由, 因此 
由 定理 2, (7 为 以 | 他 一 1 上 的 一 点 e200 为 种 点 的 曲 粮 , 即 

lim f (gw) 一 6 
因此 引 有 以 是 单 值 连 炉 画 妆 , 对 于 浦 足 mE72e 的 了 的 全 体 ， (Pp) 
在 单位 图 局 上 槐 戊 涡 弧 工 。 

其 次 , 命 了 (2 的 反 轴 歼 为 囊 (w) ,对 于 满足 8EI 的 性 意 #, 和 葵 
定 满 是 ja 二 1 (w= 了 2，…) ,Dim w=09 的 点 列 {wn} ， 连 精 这 
些 点 能 够 作出 位 于 单位 贺 内 的 曲 糖 YY'; 以 下 为 称 点 ， 册 定理 2， 
硬 人 站 为 记忆 证 的 一 个 原 象 ( 走 其 原 象 只 有 一 个 ) 为 区 点 的 了 内 
曲 矿 。 这 样 就 得 出 DU7™ 及 单位 图 UI 之 问 的 一 对 一 双方 连 箱 
对 应 ,因此 二 一 定 是 和 开 区 问 ， 

及 这 个 定理 的 特殊 情形 是 总 的 边界 和 柔 出 一 条 简章 Jordan 曲 
加 二 构成 时 ,如 到 单位 图 内 的 一 对 一 共 形 上 映射 , 同时 葵 出 DUT 
与 | 妈 | 委 革 之 间 的 一 对 一 双 瑟 速 炉 变换 。 

此 外 ,Oarath6odozry 还 证 明了 Gauas 下 面 的 单 回潮 有 时 城 万 
能 够 一 对 一 共 形 映射 到 单位 圆 | ij< 革 内 时 , 忆 的 地 界 元 素 与 单位 
圆周 | 世 | 二 1 上 的 点 为 一 一 对 应 。 

3) SGhwarzg 引 理 本， 上 ,Sohwarz 于 414889 年 永明 了 下 到 
币 单 的 但 应 用 广泛 的 定理 。 通 常 叫 做 gehwarzg 引 理 。 

定理 和 了 (2%) 在 ,z, 二 民 内 章 值 正则 ,县 了 了 (0) 一 0, 假定 在 该 处 
还 有 | 人 | 过 开 (0 二 型 < 十 ce) , 央 在 i121 之 是 夫 有 


fF! < (全 
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特别 对 于 0 二 zi 二 BE 中 某 个 zs 如 果 等 号 上 成立, 则 子 (人 =( 号 ) el: 
(其 中 日 为 实数 衣 数 )。 

耳 明 命 的 一 志 革 , 则 9 的 在 0<<| 引 < 再 的 任何 点 处 为 
单 值 下 则 ,由 定义 


lim p (#) =f" (0), 
因为 这 蚌 有 穹 确 定 的 ;喜多 2) 碎 3 一 B 为 可 去 语 点 ; 俐 0) 一 了 (00)， 
吝 p 人 在 |z| 过 品 内 到 让 为 请 值 正 唱 。 对 于 满 趾 0 过 p< 过 五 的 人 生意 
Dp; 因为 |8{ 拉 在 |2| 志 Pp 的 最 大 值 只 能 在 周 界 |? 一 p 上 过 和 到, 夏 在 
2 <p 有 全 | 号 这 里 命 p -> 五; 则 当 


2| < 五 时 有 1p@) | < 天 


车 在 满足 |%|< 卫 的 某 个 加 有 | (| 一 走 , 则 由 节 大 值 原理 有 ， 


使 9 =( 全)o， 

这 最 后 精 果 用 (表示 时 显然 就 是 定理 4, 汉 根 据 这 一 就 明 ， 
应 注意 到 当 |p(0) | 一 | 户 (0) | 一 务 时 也 是 一 个 特殊 情形 。 

4) 映射 夯 数 的 唯一 性 ”定理 工 保 证 存在 的 蔷 形 映射 画 数 一 
般 不 是 唯一 的 。 为 了 求 出 唯一 的 条 件 , 首先 证 明 关于 薰 性 画 数 的 
简单 桔 果 。 

定理 5 单位 图 认 部 : |z| <1 到 单位 回 内 部 : |w|<1 的 一 对 
一 共 形 映射 线 住 夯 数 可 以 委 示 克 


2 一 6 = 一 加 | 过 1 (17.6) 


一 


其 中 旭 4 为 实数 第 数 。 
古 明 在 忆 7 .的 的 右 噬 命 一 上 ?9 为 实数 ), 则 内 于 


48 第 剖 豆 失 形 蚁 射 


:Wi = 一 十 ， 


0 | 二 | 89 一 节 
200 交 一 1 | 2“ 女 


显然 剑道 447 .的 把 芋 位 是 两 部 一 对 一 共 形 地 映射 到 单位 图 内 部 。 
反 过 来 , 命 这 样 的 映射 画 娄 为 性 == 包 (区 ， 出 在 ?平面 有 为 使 
加 的 象 为 好 一 0, 且 |2| 到 二 
由 要 发 也 (全 为 颖 性 画 数 ， 故 玫 如 二 50 为 象 点 的 二 是 为 关于 
单位 熙 的 反 演 点 工 ， 从 而 to( 坟 的 形状 是 
= 心 


品 一 总 > 一 一 
9 或 Hg 一 3 
#1 :so 20 艺 一 了 


共 中 上 为 复数 常 孝 。 四 为 |2 王 1 上 时: 一) 帮 价 2 一 扣 人 为 实数 ) 
作 与 上 面相 同 的 计算 得 出 “azo| 一 1 

以 上 诈 明 了 定理 5， 但 有 赴 的 是 应 用 上 壕 Behwarz 引 理 能 名 
夫 掉 定理 5 爸 假 定 " 驶 射 图 数 为 入 性 陋 数 ”。 

定理 8 单位 加 内 部 到 单位 间 内 部 的 一 对 一 共 形 映射 丽 数 只 
限 地基 性 画 数 。 

狼 明 命 单位 贺 1z*| 之 1 镜 音 位 图 | 避 | 过 1 的 一 对 一 共 形 映射 
国 数 为 忆 二 名) ,三 面 的 点 为 (加 | 过 人 的 各 汐 如 = 二 0。 应 用 


号 一 上 一 人 
2 =el2) = 二 一 一， 一 -一 一 9 
2o2 一 二 got —1 


作 (二 如 (ef2) ， 其 pf) 把 昔 位 园 12; 过 1 一 尘 一 共 形 映射 到 单 
位 车 | 世 | 二 1, 且 8 (0) 一 0, 在 epwarz 中 理 中 命 及 = 必 一 4 得 出 
p69 | 所 1z|]， 冯 对 于 gp 分 的 友 汞 数 岂 可 应 同 冬 应 用 Behwarz 引 
理 ; 页 19 fo) | 所 |w|。 由 于 一 9 的， 了 (的 一 2 故人 | 
2 1 引 。 因 此 辐 侣 前面 的 车 果 得 出 | 人 | 一 :31 。 这 就 是 Behwarz 
引 理 中 等 寻 膀 豆 的 情形 , 夏 


10 


号 
eB, Ws) en 0 
pO =0 we") =e 


世 后 ,出 定理 5 及 定 积 台 可 以 简单 地 求 出 关于 映射 画 数 锥 一 
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性 的 和 从 性 。 

定理 了 出 Gauss 焉 面 的 有 界 域 D 到 单位 加 j 刀 | < 工 的 一 对 
一 共 形 映 罚 , 溪 馏 把 卫 内 任 音 入 定 的 点 加 太 在 该 点 焊 定 的 三 向 跨 ， 
射 到 满足 |woi 三 + 的 任意 芥 定 的 点 so 及 在 著 点 粮 定 的 方向, 且 这 
样 的 映射 是 唯一 确定 的 。 

枉 明 ”根据 定理 5, 作 由 定理 1 得 到 的 喘 射 历数 与 单位 局 映 
射 到 单位 辕 的 总 性 了 曾 烤 的 复合 沙 娄 ,可 以 把 加 里 瑞 到 ==0, 再 旋 
转 任 音 角 后 移 到 to， 这 样 显然 新 明了 定理 的 前 盾 部 。 

浆 了 证 是 定理 的 后 全 部 , 即 证 有 明 歧 固 的 唯一 性 ,假定 有 两 个 这 
样 的 图 数 

名 一 (2) 氏 二 中 (2)， 
用 册 (2) 表示 于 以) 的 反 图 狐 , 作 

fp C0) ), 
这 是 把 单位 国 | 包 ;过 1 遇 身 为 自己 的 一 对 一 共 形 映 弛 , 也 7 人 =0， 
故 调 定理 6 知道 了 Cw) 必定 取 eew 的 形状 (其 中 8 为 实数 常数 )。 
这 时 懂 考 虚 如 0 附近 的 正 实 办 ,这 一 扯 色 = 出 发 的 曲 黎 浆 关 (ww) 
仍然 是 再 如 = 和 出 发 的 一 条 邮 总 ,在 =0 的 切入 上 浅 向 与 正 实 朝方 
疝 一 致 ; 故 必 定 虽 =0， 序 了 (有 二 全 由 子 gC00)) 二 名 故 得 出 
凡人 站 人) 。 

5 鹤 角 形 暴 射 , ScChwarz-Christoiffel 变换 1) 中 介 多 的 
Riemann 定理 是 考虑 Gausg 琅 面 的 有 异域 对 单位 加 内 均一 对 一 
壮 形 映射 问题 , 这 一 单位 较 当 然 可 以 用 Gauss 平面 的 上 年 平面 代 
替 。 为 此 取 元 竹 画 数 


wen So (17.7) 


(其 中 a 为 满足 So>0 的 任 一 点 , 9 为 实数 常数 ) ， 就 能 够 把 名 在 
面 的 单位 加 ,w! < 映射 为 8 焉 面 的 上 征 平 面 。 多 角形 的 内 部 虽 
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晤 有 人 澡 团 集 , 宅 的 这 界 即 多 角形 的 辣 辕 却 是 有 穷 个 烤 展 构成 的 , 映 
射 觅 后 者 ( 划 肌 射 苞 二 秆 平面 ) 或许 远 为 方便 。 

他 和 葵 定 的 雪 角 形 在 2 平面 ;用 4 da py 9 演 有 表示 它 的 
顶点 ， 项 后 的 顺 厚 是 拨 反 时 告 方 阿 排列 的 。 它 的 内 居 概 据 定理 革 
能 够 一 对 一 共 形 贞 射 到 单位 回 : 吧 | < 内 ,更 由 以 7. 站 能 能 映射 到 
6 不 硬 的 上 竺 和 下面 。 命 映射 本 数 为 

+ (6), \17 .8) 
根据 定理 3, 这 个 图 数 速 周 漠 包括 在 内 是 一 对 --- 冯 注 连 炉 的 (其 中 
t 活 肚 在 复数 球面 上 ) 和，As ;与 之 补 面 上 和 的 及 个 点 对 应 。 
不 失 普 沁 性 ,可 识 
— oo H+ A= (gq). 

这 身 候 , 箱 正 4 44g9 二 来 而 W349 间 然 复 淋 ,但 
各 是 了 三 ) W239" Wa 太 多 角形 的 内 角 , 求 和 ，…， A 及 上 映射 
图 数 闻 (5)) 则 比较 容易 。Bchwarz 与 Ghristoffel 在 红 较 早 的 时 期 
(1870 年 左右 ) 已 狼 和 输出 了 解答 , 今 介 绍 如 下 。 

上 先 名 mo 人 0 二 o<<2 4 一 寺 2 pp 表示 名 角形 (4 4 
站 厦 点 由 外 的 内 角 ， 出 

0 十 53 十 十 os 一 铬 一 衬 ， (17 .9) 
事实 上 ,wm%=3 时 上 自然 导 7 .外 成 并 。 一 般 情 形 由 $8 中 的 方法 知 
省 ,和 在任 疮 的 多 角形 联 转 适 当 的 两 个 顶点 ,风采 这 一 联 继 除去 两 个 
闯 点 外 其 余 的 部 分 全 在 才 边 形 内 , 则 原 多 角形 投 分 成 两 个 雪 和 角形， 
每 一 和 多 角形 的 顶点 邦 焉 原 多 角形 为 少 , 持 由 归 业 法 即 可 推出 
C17.9) 成 立 。 

大 答 出 欠 展 出 ， 册 HT 全 一 于 全， 人 一 直到 二 平面 实 畏 
上 长 毁 cr 944 的 一 对 一 双 厂 加 和 粹 灾 换 。 仿 再 在 z 年 本 上 i 汗 有 4, 及 
4 两 点 作 雪 和 龙 ， 苦 作 与 多 角形 (di，4a，…， 4 关于 这 一 让 稚 
对 标的 多 角形 41， 9 Ail 4;， 后 .41 | A )， 多 角形 内 
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图 17.2 


的 一 茹 太 2 洋 于 认 米 4 4 对 称 的 点 训 基 2 ， 作 芋 = 产 2) 的 
共 辆 复数 与 2 对 应 的 画 数 ?一 六 愉 ) ,于 是 2 一 六 8) (把 
守 面 时 下 咎 于 面 一 对 一 凌 形 上 映射 到 名 角形 人 da pp 4 内。 宅 在 
入 由 gw, Gir 上 连 芒 , 鼓 册 Painlevé 定理 舍 12 的 加) 在 入 有 段 &， 
q+1 由 是 正则 的 (两 端点 除外 )。 因 此 合 兰 了 人 ， 户 避 ) 苦 碟 时 ,得 
出 平面 的 自 全 部 除去 实 椒 《 一 ce gj ，(8ir1 十 ce) 部 分 所 祭 的 
域 加 到 27 一 2 边 形 i 4ay ty il 3 
内 部 的 一 对 一 共 形 唤 和 提醒 数 ， 用 8 了 避 ) 表示 这 个 西数 ,区 
9 在 上 述 万 丙 Y 司 0， 因 此 ,还 有 
TB (oi9 i) 在 卫 单 佳 正 则 。 
其 次 ,再 用 名 一 如 的 一 (2 一 4 作 
PE) =e)}, (17.10) 
膨 4ii 与 Aii 映射 和 到 间 一 个 点 , gp 在 了 的 边 时 的 一 部 分 1， 
wi 之 问 也 回炉， 疏 全 出 Painlevé 定理 知 在 蔽 处 单 值 正 有 也， 因此 
一 中 为 @ 人) 的 可 去 柯 点 。 一 和 了 时 一式 ， 故 如 习 0, 因此 
名 二 了) 在 5 二 的 令 域 可 以 展 成 
pAb) C—O) er 十.…， 17.11]) 
pi) 在 5 二 4 多 是 共 形 的 ; 玻 0. 有 晶 #=9(5)， ED， 
Y 一 [多 直 认同 十 4 | 一 二 >0)， 对 于 满足 5ED，& 一 gi| 雪村 
的 上 能 够 奸 算 出 一 gg， 部 
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多 一 改作 的 人 上 的 
久 人 一 下 十 202 人 这 一 外 ) 十 
和 人] 全 人) (E), 
Pp" 6) =20 + ., 


人) 色 i 
yO PE Ot EE tt + 


随后 这 个 式 于 自然 连同 DD; 的 边民 在 | 一 | 之 6 成立。 拼 卫 
以 上 所 可, 以 er 找 赫 es 也 有 同样 的 项 褒 , 故 下 型 命题 碟 立 。 

2 gt) | 一 | 及 0) 单 
值 , 且 分 别 可 以 展开 成 


Fe) 名 .. cs t+1 一 一 并 
和 六 一 有 


DD 太 Dti 扶 有 4 人 地 属于 上 年 年 面 的 部 分 ， 人 
住 谤 娃 蝶 与 2 无 关 的 加 一 数值 , 压 匡 果 2") 在 下 年 乍 苘 ( 径 个 
Gd 一个， 工交 一 的 邻 域 西 个 在 重 连 闭 ) 仍 取 与 无 关 的 同 
一 数值 4 国 此 可 以 把 足 碘 “去 掉 )。 答 知 在 5=ce 的 情况 , 可 在 
(7.7) 中 考 应 点 2 一 有 于 是 ， 久 这 人 站 攻 人 0) 在 雪 ==e9 下 
央 , 从 春 9 556) 79 局/ 在 s 一 oo 等 于 0, 

这 样 用 Liouville 定理 ,有 常数 如 使 


MT 1 
2 人 -> po +d, (17.19%) 


由 上 面 最 后 的 福音 知道 4 二 0， 

在 5 玫 贡 的 实 四 上 任意 政 异 于 gi 一 1 2 n%) 的 一 点 和， 
例如 选 定 一 250 达 4 取 由 5 出 发 在 二 上 年生 面向 过 的 秘 分 
中 多 站, 沿 闻 积分 (17.12): 有 


闻 ”路 珠 示 鹤 有 至此 处 对 同 定 :得 类 的 8, 一 一 过 者 广 


-寺中 


1 弟 汪 遂 域 的 共 形 肘 盎 EE 
log g' (6} —1og 9g (£0) = (0 Dlg ~ 0) +a, (17.18) 


其 中 左 给 的 log 可 任意 列 定 1og 8 (to) 的 分 支 ,至 于 10og #9 ( 草 到 
次 y 开 折 所 得 的 分 支 。 石 问 的 1og 让 一 人) 与 生 无 基地 ， 例 如 定 为 
log 1 一 0. 这 样 5E 一 6 时 出 于 仿 log (一) 二 ri 岂 7.9) 命 
一 2 人 可 。 
这 样 确 定 了 (6 一 80 “的 分 支 后 ,由 (7,13) 得 出 

yO 9 LOE a, (17.14) 

浪 原 迷人 积分 路 六 下 积分 (7 .1 一 问 , 朗 得 时 
2—g(€) —g9' (to) | 


| ae 
十 go， (17.,15) 

这 束 是 欲求 的 映射 面 数 。9toi 为 名 角形 的 边 4 上 与 避 对 应 
冰 一 三 。 舱 全 以 上 上 所 述 , 得 则 下 现 Sehwarz-URristofiel 定理 。 

定理 名 z 和 平面 上 有 ?个 顶点 di 4 ,的 多角 形 { 其 中 
址 扣 的 听 序 是 加 反 时 全 太 丫 的) ; 宇 的 内 部 -~ 对 一 共有 形 上 映射 到 < 再 
面 的 上 年 玫 面 Ai 4 ,各 {起 抠 广 了 的 变换 ) 贞 昧 到 满足 
一 0 于 痢 数 为 
一 Ya 它 由 让 六 TB 和 葵 出 。 其 中 at 1 2 WV) 六 多 角形 在 
贰 扣 省 处 的 内 角 被 工 除 后 的 煞 值 ,又 他 一 5 的 分 支 是 

{ 它 Cs) 一 1 i og tf—#r) 

中 log 在 &6 的 分 支 与 无 关 任 意 取 定 的 和 相同 分 支 。 

过 式 (147.15) 通 党 是 做 Schwarz-Christofftel 亚 摸 。 双 在 这 
一 侠 式 中 可 不 类 僚 通 性 使 cl aa py 之 一 ,例如 后 一 ce 一 
教 志 不 难 , 为 此 在 至 式 (147.16) 中 作 变 数 蔡 换 
e— a ", 


把 6 映射 济 6" 站 过 一 3 3 训 一 起 映 刺 到 二 /一 6) 本山 
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申 身 和 到 co， 


修复 连通 域 的 共 形 映射 


i1) 边 田 的 化 简 ,解析 导 曲线 在 $17 中 我 们 已 多 知 省 上 anss 
不 南 多 有 界 单 连通 域 俘 能 够 一 对 一 共 形 映射 到 单位 图 内 部 ， 下 一 
步 就 考虑 复 连 和 通 域 的 情 吏 。 但 无 穹 多 巡 通 的 情况 相当 复杂 ， 改 这 
里 只 诗 给 有 穷 复 连 通 的 情形 。 由 所 得 的 项 果 知道 这 一 朵 形 与 童 连 
泛 域 不 同 ， 可 让 作 标 淮 的 图 形 有 好 多 种 ， 每 种 邵 是 癌 桩 很 好 用 的 ， 
所 以 取舍 选 社 出 较 困 难 , 因 此 这 时 只 介 娄 其 中 的 一 种 ( 昂 呈 8 的 定 - 
理 8) ， 

粮 定 Gauss 平面 上 的 城 DD, 考虑 是 否 可 以 特 玫 一 对 一 共 形 
瞎 和 于 条 天 个 简 音标 淮 痪 形 十 的 问题 , 不 一 定 由 如 本 身 出 发 ,|B 
地 出 安 也 可以， 这 里 DD 又 和 任 音 的 的 一 对 一 闪 形 上 映射 城 。 在 这 
梓 的 谍 义 下 , 我 个 可 以 把 至 的 边界 变 为 相当 简单 的 。 首先 作 定 
义 , 取 图 周 , 癸 如 单位 图 : |z| 一 1， 将 包含 这 个 略 周 的 域 1 一 8 之 ,2 
< 所 工 十 3 8 说 0 一 于 一 共 形 映 映 到 站 他 域 时 , 曲 周 12 ==1 的 和 象 曲 徐 
叫做 解析 沼 晶 如 。 作 Gauss 平面 烙 定 的 部 过 通 球 边 界 的 连通 政 
Cay Ch 可 以 党 把 全 全 一 圭 ， 2 ne) 中 只 册 一 点 妊 
成 的 去 掉 , 而 考察 其 余 的 。 床 因 是 将 卫 - 一 对 一 共 形 上 映射 到 六 ,也 
显然 也 是 7 带 通 域 , 它 迪 界 的 连通 豆 耸 信和 一 二 2 9 了 则 针 这 
上 映射 及 OQ 确定 。 若 0G 只 由 一 点 构成 , 则 反 据 射 国 数 具 可 去 奇 点 ， 
因此 世 是 由 一 点 构成 的 。 这 样 DUG, 与 UG 为 一 对 一 共 形 
的 。 

证 个 失 和 普通 性 ， 可 息 定 Ca Ca po 的 每 一 个 生 是 至 几 有 
琐 点 的 可 匡 性 。 

宋 理 1 Gauss 平面 的 mn 引 连通 有 界 域 五 的 边界 的 连 种 
成 分 时 至 少 和 包含 两 个 点 的 时 候 ， 刀 能够 一 对 -一 共 形 贞 射 到 边界 由 
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n 个 解析 人 示 则 线 构 丰 的 右 界 域 DD 

证 角 作 刁 的 当 界 的 巡 通 成 分 为 O01， 0ss ry Cr， 半 中 的 一 
个 , 臣 是 Co 包含 次 原点 最 远 的 边界 点 。 因此 ,其 他 的 多， 0 pv， 
Co 各 在 习 的 内 部 。 

第 一 步 。 计 把 构 胶 Ca 内 部 的 单 巡 和 通 域 ， 应 用 $17 的 定理 1， 
一 对 一 共 形 忠 罚 到 单位 疝 内 部 。 和 根 广 这 个 变换 ， 避 , 爱 射 到 单位 加 
Co O19 03 0 了 呐 身 到 单位 冬 内 的 固态 体 O04 0 、…, O03; 
则 暴 冉 到 以 这 些 作 边 界 的 章 伍 时 内 的 域 了， 第 二 尖 。 把 0 1 
的 外 部 Cn 的 余 集 的 连通 戌 分 中 合 ce 点 的 部 分 )-- 对 - -其 形 映 
射 到 单位 略 的 从 部 :| 包 | 半 1, 且 使 se 对 应 se， 这样 胀 射 之 所 以 存 
在 ,是 出 于 Ci 的 人 氏 部 为 以 Dn- 作 这 界 ( 激 球 茄 上 ) 的 音速 通 威 ， 
HH$ 17 的 定理 1, 能 够 一 对 一 共 形 映 庙 到 单位 加 内部: ,ww 之 1, 
若 se 的 象 点 是 00, 有 Cw 一 了 /Cw 一 wo) 显然 就 是 答 求 的 贞 射 。 
这 样 避 变换 到 一 个 解 御 阴 曲 粮 名; Co 变换 苔 章 他 网 03_1; 09， 
Ca On sa 各 变换 到 单位 国外 的 有 界 连 蒜 体 (从 O03, …., O03 ，,; 
和 则 变换 到 以 这 些 束 蒜 体 为 边界 且 包 国 在 名 内 的 域 收 ,第 二 小，。 
以 下 用 Cs 重复 第 二 砂 的 证 法 。 这 社 接 连作 印 欢 即 可 舟 下 ,0 为 
章 伍 轿 ， 04, G3 一 O05 多 部 在 它 的 外 边 ,， VF" 是 以 这 些 解 本 闭 加 
米 为 边界 且 由 0 包 图 的 % 巡 尖 域 , 域 7 就 是 签 求 的 。 

2) 调和 测度 ”对 于 上 上 进 Gauss 平面 王 和 由 部 个 被 此 互 斥 的 解 
入 洒 曲 狼人， Ca Cn 所 包围 的 外 达 通 有 异 城郊 ,由 8I6 定理 
4 仑 够 作出 Dirichlet 装 题 的 解 。 固 定 下 党 工 23， ww 中欧 一 个 
位 ,党 兴 在 Ox% 上 等 于 1 在 让 机 的 的 Cs 1 yO 

等 于 0 的 边界 入, 则 它 显 然 在 全 边界 上 连 秆 。 这 时 Dirichlet 天 
置 ! 的 解 ct 叫做 上 对 于 域 六 的 调和 测度 (harmonmie measure)， 
站 时 日 然 0<aozt 动 < 二 革 邻 再 竹 述 wy(%) 所 具有 的 两 个 重要 性 
局 i 
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首先 ,om 人 在 了 内 的 任何 点 为 钴 和 ,边界 值 到 处 等 于 ]， 

鼓 几 定 恒 等 于 1 即 
i) 二 Ca) 二 二 (18.1) 

其 次 ,为 了 了 了解 它 的 涉 都 调和 画 数 的 情况 ， 不 妨 命 0 是 它 的 
节 外 壕 的 壕 界 ,而 其 但 的 Ci Ca ;On 都 包含 在 内。 用 
oz 动 汇 示 opt 二 的 共 大 贡 和 画 数 ， 它 趟 一 定 涯 单 值 ;由 定理 3 世 
($6) , 妆 辕 是 域 如 内 一 点 入 时 ,在 该 处 的 值 ext 由 加 忆 及 由 为 
出 发 到 2 的 路 多 记 定 ， 琴 条 路 多 中 国 如 时 省 有 包含 边界 点 月 取 间 
一 数值 , 沿 反 时 对方 名 燃 边 卉 一 周 的 路 粹 所 得 wi (2o) 的 值 与 原始 
值 的 涂 

asi= fe drte} tL, 2 1) (18 .2) 
是 它 的 周期 ,由 下 列 定 理 知 道 这 些 数 值 不 等 于 0， 

在 理 2 用 % 一 1] 个 实数 党 类 各 ha hz 作 醒 数 六 全 
1 2) 十 和 ac0af2 二 下 二 和 410n_ 1 人 改 } 全 C2) 表示 7 的 在 六 内 
的 艾 厚 兰 和 西数 , 潜 

ft) 二 4 和 3) 十 语 (2 
在 万 内 单 值 , 则 必定 
Ni Aa= Ni 

古 明 命 f() 在 司 内 单 值 ,考察 由 包 = 了 (2) 所 产生 的 象 ， 
六 3 的 边界 镇 的 实 部 在 Ca Cs pp 1 上 各 为 实数 常数 和 4 ，Xs， 
On 上 等 于 压 命 急 二 十 多 洪 示 过 界 值 交 点 分 别 在 
灌 是 名 二 0 A 的 各 个 和 平行 于 氮 吉 的 直 龙 上 。 守 命 wo 为 
此 等 让 粮站 的 人 尾 一 点 ， 芷 口 :， Gay ， O04, 的 名 和 近 县 在 司 内 作 解 桥 
财 曲 生 0i， Ca Cn 使 宪 倘 有 的 上 边 阅 (2 的 值 能 够 和 .上 边 的 殖 
效 兆 分 接近 。 ~ 证 人 过 一 荆 ， 2 "9 n) 上 了 人 所 撕 裔 晤 禾 不 包装 
wo 对 于 这 个 曲 纹 arg 十 人 一 wo) 的 如 为 0， 嚼 一 证 面 , 在 从 部 
Of 一 I 2，… nn) 包 图 的 域 DD 内 了 8) 一 wo 的 禹 只 有 有 和 个 ,用 


请 了 


18 复 过 和 氨 成 的 共 形 羔 身 8 
不 过 这 些 根 的 折 秋 把 五 改 底 单 连通 域 , 在 这 个 折 生 上 arg (f 3) 
一 wo) 的 盖 用 于 往返 入 浴 也 是 0， 糙 果 由 幅 角 原理 (& 41 定理 3)， 
了 二 一 to 一 0 | 购 根 的 个 数 是 0， 部 了 了 (%) 所 取 的 值 必定 全 部 都 在 上 
述 的 名 个 韦 秽 上。 只 要 了 (%) 不 是 常数 , 剧 与 域 个 变 诛 理 过 各。 
了 () 弃 是 常数 ， 寂 的 实 部 也 是 沼 数 。 取 由 Cjy(3 一 1 2, nn 一 1 
主 一 点 出 发 到 局 上 一 点 称 庄 的 卫 内 出 线 ; 央 了 tj 的 实 部 在 C0; 上 
为 hs 在 CO 上 为 0 有 由 于 了 了) 是 化 数 ,不 和 = 二 0, 

2) 是 单 值 的 条 件 , 妇 (2) 在 喇 内 单 入 的 充 要 条 入 为 及 (%) 在 
C=1, 2 % 一 4) 上 的 周 骨 部 是 0、 损人 可 话 鞠 ,下列 万 程 醒 让 
Yr: 

A 十 Artay 二 0 i121 
由 定理 3 知 遵 这 租 联 立石 程 的 根 只 限于 和 一 和 一 一 和 1 一 避 。 即 
{nm 一 也 行人 m 一 全 列 的 行列 式 |aw | 不 海 0, 故 非 这 次 方程 
G1 十 oral 十 十 训 /-100,_1,1 一 2， 


0 hartna (18.9) 


CI nl 二 人 ong, nn-I 二 下 10 
的 解 Ga hoy 和 -1 一定 本 村 。 这 样 ， 解析 图 淫 (狂人 和 值 ) ok 人 
十 or (各 全 攻 Ca 的 周明 和 等 于 沿 和 直观 C Cs， 
Ca 的 闭路 的 积分 , 喜 由 Cauchy 基本 定理 有 
Ce 二 0 十 -二 并 一 
把 人 8. 扫 级 向 棚 加 ,再 应 用 人. 和 ,每 出 
RT 二 入 san 二 二 Ts 一 交 (18.5) 
上 昼 这 样 的 为 ; hay) Mri 作 g( 拉 ,再 作 子 (办 一 9 十 主 (2) 4 出 对 
于 Ca On 的 周期 各 为 士 2 对 于 Ca Ca Oni 的 周期 为 0， 
再 作 下 (一 6 得 已 内 的 单 盾 画 数 。 
3) 局 它 国 弓 域 ” 自 两 个 同心 加 所 作 的 图 环 域 0< 玉 < 1w| 


8 说 1 章 :形态 射 
三 Rs 过 十 oo 内 去 掉 有 次 个 问心 回 弧 ， 所 余 的 域 叶 做 同心 圆 攻 域 。 
本 小 和 的 主要 有 悍 的 是 就 了 下 列 定理 。 

定理 3 在 Gauss 三面 上 以 % 个 (mn 守 2) 巡 球体 为 过 界 伯 守 过 
通 域 妃 ， 能 铝 几 如 = 一 2E 电 一 对 一 共 形 映射 到 下 图 环 域 
让 到 | 近 有 中 除去 六 一 2 个 出 让 网 有 | 一 的 (一 了 号 …… nn 一 4) 上 
的 园 约 所 余 的 同心 贺 强 域 4， 其 中 说;Xay…'y 和 -1 是 出 如 谈 定 
的 蔬 数 ,， 目 0 过 A 过 A 二 1) 


OO 


Ca 


较 18.,1 


眶 上 明 趟 失 普 通 性 , 如 二 ) 中 所 壕 , 可 以 斌 作 构 成 卫 钓 边界 的 
尝 续 体 Ca Ca po CO; 人 是 解析 阅 曲 和 缮 ，C 是 晤 外 衣装 。 于 是 ， 
谷 证 定理 83, 只 须 话 取 2 最 后 考虑 的 图 数 

FE) em +t 
就 是 定理 8 的 映射 郴 数 。 鸡 于 满足 见 生 信和 坟 一 二 2 Wy) 的 点 
埠 当 各 PO 全 呈 ) 时 取 潢 是 于 8) 王 0 的 人 值 六 8) 在 P 了 处 的 
值 ,天 耶 ( 办 在 Os 上 所 了 束 值 的 外 对 值 前 是 e*, 但 出 于 这 古 壕 肖 集 ， 
故 乍 东周 
io 一 we 

上 构 砧 加 周 全 体 或 构成 一段 骂 。 设 wo 是 不 属于 下 一 1 2) 用 
对 应 的 这 些 弧 上 的 一 个 矶 ， 则 了 区 一 wo 的 很 2 的 个 数 可 韦 与 
Oi; Oa-… yO; 充 耸 绪 过 的 解析 琴曲 炮 C Ca yy Cn 惊 下 出 积 
分 求 出 ( 效 看 3 11 的 44)): 


Lr 


813 复 炙 肖 球 的 共 形 贞 射 191 


1 人 -人 (8 .6 


Bad jr Fz) — wo 
特 O05 写作 Cx 也 不 至 于 #3i 直 如 会 ;以 下 就 这 样 作 。 因 此 不 论 下心 ) 
在 *E 吕 能 再 取 ?o 值 ,首先 将 积分 
1 LF'iz) 


Dr pe, [两 0 Qi (18. 站 


计算 好 。 这 是 了 (入 世 二 Wo 时 了 全 一 to 的 幅 角 的 培 熏 ,所 以 当 
| >>ew (其 中 命 轩 二 站 时 是 如 当 |wo: 过 ee 时 ,是 与 wo 无 英 的 
常数 yY:， 故 计算 ys, 考察 wo 二 0 的 情 形 就 可 忌 。 这 时 民 , (18 .站 
丰 


1 a | 1 | ss 
gs | | 全 log PF (2) [de— | A990 + 该 (2)}. 


9 是 卫 内 单 值 醒 数 , 放 | ，ag (2) -0, 剩 下 的 由 周期 定义 有 


1 
Br | dh {%) 一 acae 十 hactaz 十 "0? 二 nl :} 


(k=1, 2 
直 由 (18.3) 及 (48. 失 随 =1,2,…,% 各 取 值 1 ,0,0,-…,0, 一 1, 
作 好 这 些 淮 种 之 后 ;对 于 确实 
Fis) =Wo, ED 18.8) 
能 成 立 的 za 计算 再 程 人 8 .58) 的 根 的 个 数 。 分 两 种 傅 形 。 
第 一 种 情形 。 对 于 任何 的 天 王 荆 , 2， 名，| ao| 一 ee 其 中 
hr 一 口 不 胶 亚 。 
(18.8} 的 和 根 的 个 数 克 (oo) 是 由 (18. 的 寻 算 的 , 关于 Oj(j 一 2， 
8 一 的 部 分 ?3 一 3 一? 一 必 ， 所 以 与 NN (wo} 无关 ， 
因而 对 于 多; 及 0; 计算 就 修了 。 洪 jw | 过 1 则 真人 0 一 YY 十 1 
= 一 ==0, 窟 i1 过 [wo 之 Ee 了 则 站 (oo 一 is 落伍 近 ， 则 
TDn) 一 分， 
二 这 个 车 某 , 更 可 得 出 下 列 事 实 。 若 有 一 个 此 一 3 3 多 一 二 


二 馈 有 和 共 形 噢 射 

使 入 盖 6 矶 并 ; 基 在 | 如 | 一 ?上 至 省 有 玉 信 的 一 个 倩 , 在 宪 的 分 
域 ,了 (8) ,zDD 所 到 的 值 构成 域 , 故 满足 | too 宝 ，N (yo0) 记 1 的 
wo 复 盖 茶 一 小 加 。 

诬 洁 上 进 逢 过 入 厦 ,， 下 6Y 庆 gk 一 2,，8,…，% 一 1)， 好 必须 
ji 六 和 rr。 完全 同样 可 得 0 和 人 和 一 2,8, 一 下， 

于 种 情形 。 对 于 基 一 个 站 一 工 3 和， tp 一 gr 成立。 
由 城 不 变 原 理 ， 玉 (z) ,2E 卫 所 取 值 包 售 以 tw 为 中 心 的 小 图 ,对 于 
二 1 及 上 上 =n, 与 第 一 种 情 形 了 矛盾 。 因 此 必须 1< i | 过。 也 就 
是 这 时 收 11< | ?| ==e*<e* 坊 是 38， 一 在 中 的 某 一 个 1。 双 
于 斌 样 时 ao 但 若 痛 诺 足 一 下 9) 一 04 说 尖 和 | 2 和 全 的 
21 和 上 则 局 和 沪 中 心 的 五 不 小 加 ,分别 眶 射 为 合 jo 的 城 从 1， 
f259 fd 站 5 是 开 信 所 入 认 站 6， 从 上 厂 忆 它 不 在 丁 体 10 —e* 【用 
一 ] 2 9 上 。 这 和 车 第 一 种 情形 了 矛 后。 名 |ao 一 加 (十 一 2 
员 一 必 区 时候 《把 .8) 的 根 世 址 能 有 两 个 或 多 于 两 个 。 

以 上 已 称 证 完了 定理 83。 由 这 个 证 明知 道 域 4 也 必定 是 % 可 
通 域 ,所 以 0 过 四 之 加 二 2,8 yy R 一 上 说 本 ,又 闫 于 边界 O10;s， 
Gs 有 外 的 对 应 ， 剧 引 用 革 主 六 加 的 精 果 可 以 简单 地 外 理 如 下 。 
再 于 总 与 4 之 问 是 一 对 一 共 形 的 , 故 对 于 满足 节 E oo 的 人 尾音 点 ,用 
个 过 也 的 放 郝 能 使 使 疙 成 为 童 连 甫 起 功 。 故 中 定理 384) ， 上 上 


”区 映射 实际 在 Pp 点 也 是 这 种 的 。 双 命 小 为 DD 的 象 ,把 所 映射 到 


上 秆 乎 面 , 挡 8 好 的 局 所 用 的 方法 开拓 , 于 是 ,04 是 解析 南 向 篇 
时 ,可 尽 越 过 Cy 开拓 玉 ( 和 )，。 这 时 候 , 对 于 0 人 =:2,…, nn 一 二 员 
是 共 形 ， 租 就 大 范 园 谣 ， 一 对 一 的 性 质 被 破坏 了 。 这 个 古 法 一 般 
吓人 黎 对 称 原 则 ，。 

及 由 以 上 放 肖 知道 , 蓄 指 定 0 及 Oy 则 和 ,和 a 一) 
朗 蕉 商定 , 故 王 (的 象 除 旋 于 外 唯一 欧 定 。 措 让 这 个 域 的 量 是 对 
于 一 2,…% 一 1 的 及 决定 其 图 弧 酚 端的 角 gi， 9 和 总 共 


$13 上 香 注 如 城 询 东 形 映 和 出 ‘93 
有 3n 一 6 个 ,得 gx 中 的 -个 因 旋 转 可 以 看 作 不 能 人 兢 定 , 故 旋 转世 
者 磅 在 内 ; 央 一 共有 3m 一 8 个 ,由 此 事实 ,特别 当 % 一 2 的 时 概 , 可 以 
知道 ,同心 融 所 构成 的 图 环 域 0 生生 < | 一 4 二 和 所 十 co 与 0 之 月 
必 | 一 引 过 了 < 十 ce 之 间 有 一 对 一 站 形 关 系 的 充 杰 条 件 是 rar 
一 ia/ 这 个 量 必 须 等 于 2 这 因为 和 是 应 当 可 以 磺 定 的 。 这 
时 和 二 10gtrsj7?D) 中 做 它 的 模 数 (module)， 
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第 7 章 趾 和 纯 果 数 
$19 Picard 定理 


人 革 视 (或 你 有 理 型 可 数 是 在 (ausg 平面 上 到 奸 永 名 具 极点 的 
单位 得 元 融 数 。 如 末 在 复数 域 面 考 辜 , 基 2 一 22 或 是 正则 点 ,极点 
或 一 般 的 孤 交 村 性 奇 点 。 避 明 在 狐 立 本 性 奇 点 郭 域 画 数 情 况 的 定 
理 是 Picard 定理 ,已 在 311 中 作 了 侠 和 的 找 迹 ,但 是 在 那 蛙 流 有 
粹 出 证 朋 , 当 在 本 节 座 出 。 鸭 紫光 作 鹤 备 ; 从 Bioch 定理 开始 。 

1 Bloch 定理 A. Blooh 在 1926 年 孝明 了 下 竣 有 广泛 应 
用 的 玩 理 。 

定理 工 {EBIoeh) 在 |z#|< 三 1 内 展 成 形 加 

二 了 了 (21 一 0 十 十 人 22 十: (19 .1 
的 画 数 包 一 了 (加 的 Riemann 面 { 正 确 地 说 ,解析 图 形 ) 包 合 着 宇和 
不 小 于 常数 B 的 单 叶 国 板 ,此 常数 总 与 大 二 无关。 

这 就 是 浊 常 所 说 的 Bloch 定理 ;为 了 诈 明 这 个 定理 ,上 光 旗 明 下 
列国 个 引 理 。 

引 理 1 把 证 位 国内 部 : iz|<<1 漆 形 映 射 济 单位 图 内 部 : 
拉 | 二 工 的 而 数 攻 一 5 人) 满足 下 列 等 式 (Poinearé 微分 下 变 式 ) 

| | 


了 -1 Ilel”" 人 
钙 明 ”我 们 已 彼 知 洲 上 述 共 形 映 射 痢 可 写成 
《一 or 一 (9 为 实数 常数 )。 (19 .8) 
a 


因此 


§ 1 下 Iard 定理 了 如 
| #02—113— | 和 一 2 ， 二: — {zoz— 1) (zo02— 1)— (2) (2 一 :op 
一 让 一 必 及 夺 一 上 为 | 国 ， 


下 
{1— z|3 [i ( 工 一 |2|”) 0 |20 | 1 
lg | 202 一 工 | | zs 一 卫 |3 
一] 一 [+ | 
部 
le 
dz 一 j 芝 | 


引 理 2% 避 画 数 如 一 9 一 2 二 03 十 … 在 站 | 天正 单 值 正则 ， 
且 | 久 的 |< 开 , 划 9() 在 图 |s|<<- 计 单 叶 , 上 且 这 个 辕 的 象 域 包含 
以 原点 为 中 心 、 守 径 为 一 了 BR | (CM?— 1) log (1 一 去 7)| 的 阐 。 
酝 明 伟 命 
Ah W 9 = 一 工 


则 为 ( 在 12| < 及 闪 单 值 正则 且 O) -0。 另 方面, 取 
如 一 工 
CN 

形状 的 娘 性 画 数 , 把 加 上 | = 于 映射 万 |w|==1, 当 |2 去 吾 时 
(0) } 1 艇 由 Sehwars 引 理 (817 定理 分 有 | 及 (3 | 二 二 [如 

9 Ti 

A ” RA- 
因此 对 于 jz#| 志 7 (0 之 ?三 加 有 

ME Rg <)g |. (19.4) 


所 以 当 |z| < 计 - 时, (19. 仿 的 左边 >0, 故 只 {yg'(2)} >0， 因 此 要 
汤 §5 的 定理 5, 9 (在 那里 单 叶 。 在 |z| = 羡 的 象 的 曲线 上 ， 合 


195 第 7? 章 和 中 桃 洲 朗 
Wo 一 gm 汶 与 原点 如 =- 吐 奖 最 过 的 一 个 把 , 联 to 上 与 名 二 0 的 镶 
段 的 原 象 交工 ， 当 | 中 = -和 时 ， 四 寻 9. 生 3) 满足 

gl > lg) |= 19(0) ~ 960) 1 =||, 9 (We 


~» Mr | | — Nr 
>| ,lg @ ldsl>) MR gM Br dr 


Mh 性 = CM? —1) log QB)). 
Bioch 定理 (定理 小 的 枉 明 泄洪 察 f(2) 在 |z| 志 1] 正则 的 
情形 。 这 时 考 锋 
Nn = (1— Iz) |F 1, 
由 假 训 ,这 汞 数 在 |z| 志 1 巡 粳 且 六 (一 4, 当 |z1 一 4 时 (2)=0., 
故 有 满足 |2|<1 的 点 加 存在 ， 司 站 过 在 加 的 值 是 最 大 储 六 
一 max (2)。 如 1%0| 二 1 六 二 二 一 1201 疏 | 产 (207 1 ， 对 于 |z| 二 1 恒 
(2) 夺 六 .因为 和 N00) = 显然 交 关 1， 今 命 
C=, gl) — HH, (19. 5) 


由 于 |#| 过 1 与 ll 之 则 是 一 圭一 共 形 的 , 帮 4(6) 在 1 过 单 
值 正则 且 g(0) =0, 再 由 引 理 1 有 


wo 本 -| 生计 sr 


(19.6) 


9 (0) = TH |) =1, 
此 由 (149.6) 知道 , 当 i 之 喜 时 有 
(< 全 
再 出 下 更 3 (这 时 召 = 二 ， 他 一 全 ) ,ww 一 9 人 (5) 的 象 域 包含 以 w 一 0 
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+ 


为 挟 心 .年 逢 为 ae 一 避 自 十 可 1og -和 6 10.28… 的 加 。 rt 与 > 之 


间 在 < 于 是 一 对 一 共 形 的 ， 且 NT 赦 由 (19.5)7(o) (在 它 
的 解析 图 形 上 ) 也 和 包含 著 以 了 (30) 为 中 心 .为 第 径 的 单 叶 加 。 

其 次 ,一 般 了 (分 在 |z|< 工 正则 的 情形 ,考察 

F.C) =2f (3). 

疡 {2} 在 ,Zi 声 1 正 则 , 束 因 六 (0) 一 0, 并 (O) 一 4, 故 对 于 |z'<<1， 
所 (0 的 象 包含 定 径 为 0.23 的 单 叶 间 板 。 因 此 , 了 {2 的 象 包含 全 
笃 为 前 省 的 言 朗 0.11… 的 狠 板 。 

王 面 已 辉 走 明了 Bioch 定理 。 这 定理 中 常数 B 的 最 优 值 ,如 
B 的 上 确 界 叫 做 Bloch 常数 ,用 3 表示 之 。 由 于 画 数 


一 ! I 
A 1， 


把 ;x;<1 映射 到 带 状 域 |8w|<< 宇 , 刁 w 一 土 - 开 是 它 的 支点 ， 
赦 见 < 本 一 0.78…。 


Ahlfors 于 1938 第 证 朋 了 > 0.498…， Ahlfors 与 


(roneki 于 J937 年 证 有 明了 加 二 0.47…,， 宅 的 正确 数值 还 不 知道 ， 
锁定 这 一 正确 的 数值 是 让 留 下 来 的 重要 问题 之 一 ， 
2) Sechottky 定理 Behottky 于 1904 年 证 朋 了 下 烈 定理 ， 
定理 2 《Sechottky) 了 (2 一 co 02 十 在 | 二 吾 单 值 正 如， 
且 让 (3) 于 900, 2 二 于 是 ,有 与 了) 无 关 的 常数 0<9<T， 及 定 
义 于 Juwl<eo 的 只 取 正 实 值 的 丽 数 SCw, 有， 当 59| 生 8 时 有 
fi) | 二 六 [oo 全， 0T9 .7 
Landau 用 Bloch 定理 ,和 其 这 定理 -一 个 简单 的 初等 证 法 ， 作 介 
和 如 下 。 


194 弟 ? 间 站 卯 加 数 
中 i 理 ”假定 了 (二 c0o 二 58 十 在 jz 之 是 单位 正 乔 , (2 关 全 ， 


站 2) 天 4, 依次 合 
ha) = 5 10g f (2), (19 .8) 
J ie jo) = 下 (2 1, (19.9) 
Piz) =Iog {pt%) — $2)}, (19 .10) 


则 五 (2) 在 12 天 尾 内 不 能 取 下 型 各 值 : 


加 — nm R12 
二 士 I0g (vm 十 vm 1 十 FD 1 % :0 2 | 


(19.11) 
三 明 在 |21< 有 内 了 (0) 关 0 故 五 人 如) 是 定义 于 |z1 世 县 的 正则 
涡 数 。 定 log 的 分 支 忆 确定 有 (0) 的 值 , 则 由 音 值 性 定理 知道 是 单 
值 的 。 合 如 可 以 由 (0) = 二 Tog |oo! 十 让 arg pos 一 之 aT& 00 所 这 由 
”之 。 轩 鸭 了 (3) 革 1, 故 及 2) 于 90，, 士 t， 十 2,…, 特别 有 (2) 天 0, 1， 
顽 多 (站 3) 在 :2 过 中 正则 。 pg; 由 0) 天 例如 由 N540)， 
SO) 0, ORarg yO, aIg 由 (人 二 和 决定 。 由 098. 有 ， 人 人 动 
一 要 一 工 部 攻 人 一 更 了 (9 总 ) 二 更 人 一 二 磷 绝 对 不 能 
多 人 一 是 二 一 0， 因此 王 愉 在 |# 过 天 正则 ， 洛 的 值 由 一 呈 
< 所 log [ptO) 一目 (中 } 志 mi 依 定 的 话 , 基 王 ( 也 是 单 值 画 数 。 由 上 
面 指出 的 条 件 知 道 卫 (0) 与 产后 无 关内 由 to 决定。 
信 证 明 单 值 汞 数 也 一 了 了 iz) 决 不 能 等 于 (19 ,11) 所 粒 的 了 YY 值 。 
事实 上 ,对 于 满足 ,2. 万 最 的 2 假定 了 (3) 二 7Y， 则 
TO ME 本 6 (WV 天 十 项 一 于) 昌 (ei 
= Vm 上 vm 一 1}, 
由 $ 《zj 一 上 《一 工 得 
P+ = {PD vm TF vn}, 


卜 
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{pm 二 1t2v mv 1 ei", 
{op (2 二 (2) } := mm Tm my 1 
ER 
219 49) 一 十 下 一 2 1) 
更 由 于 
p89) 二 [Ep 一 出 (2 办} 十 {Pi 有 十 由 (4) }] ,2， 
栈 
下 —g 划一 [和 (2 — {十 (2 } 
tp Cw) {十 丰 (2)}] :4 
把 (9 12) 的 储 代 大 ,得 
=[(—1)"{2(2m— 二 } 十 0/4， (19 .13) 
Qih 2) = CC— "(om— 1 st re, 
从 而 
了 (二 =e am Die (I) 1 1 
这 与 题 喜 矛盾 。 
【注意 】 上 和 侈 也 不 取 的 值 Y = 土 log (vm Vm 一 了 ) 


十 35， 一 1 时 ioy =:0， 其 实 部 相 邻 值 之 普 为 


log (ww/ 丙 TIT 二 页) 一 1og (Vmt+ vmT) 


一 和 
log + (vm 二 vm) (vm+i + vm 1) 上 


Mi 一 时 最 大 ,等 了 于 log (ww 2 十 41) 过 log es 一 ,至于 这 些 值 的 邯 部 
则 依 等 距离 了 排 烈 。 因此 与 这 些 点 y 相距 最 远 点 的 距离 点 小 于 


本 VE 


Schottky 定理 的 让 贡 点 用 与 引 理 相同 的 记 惫 全 殷 定 将 
于 满足 上 | 二 和 的 有 殖 (人 0, 命 


30 举 了 训 生 纯 二 副 


二 人 一 的 呈 
RF 


则 下 (在 | 去 二 正则 ， 开 0) 一 圭 ， 人 向 引 理 ， 


站 


有 1 
轩 , 收 由 Bloch 定理 , < 一 Bry 或 
PC)! < (19.14) 


这 不 等 式 没有 最 初 的 假 泡 ( 妈 扣 (6) 一 人 时 也 显然 成 立 。 
分 命 |]?1 三 08, 出 原点 到 # 作 址 攀 , 沿 诬 郊 各 分 


Fo) = FO + PO, 
由 此 得 
FOI POL) IF ia < | PO) 
En 


上 |。 (一 A ' 


FOI<IFO I + C19.15) 


由 于 六 (0) 只 是 0m 的 画 数 ,喜人 《9.15) 的 夺 如 可 以 耳 成 和 (cto, 9)， 
即 当 |g1<8 有 时， 1 | 过 00, 全 ， 
另 一 方面 ;由 9.8) 及 (19.9) 
fw) — erih(e) — ertlpte)n, ‘(19.16 
另外 田 本 8.I2 有 


f {2) 一 eitpty rp 
宇和 十 仿 六 十 六 一 ]] 
f(s) | = 87 | 
I (%) | - 6 ee | ~ Ieee 
Res oR el } 


A 2 < EFTPS 


有 9 Pliesrd 定理 2 六 
国王 他 
S' (00, 的 Brera 的 1， 
部 可 得 出 (19 人， 

3) Picard 定理 应 用 Sehottky 定理 ， 就 可 以 市 (asora 妇 - 
Weierstrasg 定理 导出 Pieard 大 定 惠 、 仿 此 薄 阴 位 于 后 二 省 之 问 
的 下 烈 #l 理 。 

引 理 设 耻 (2) 在 Gausg 六 面 点 4 的 ,去 措 了 点 4 的 分 域 章 俱 
正 基 ,a 点 是 它 的 本 性 孤 泪 奇 碟 。 于 是 , 任 取 复 玫 & 的 任意 分 域内 
的 伸 了 ,有 赵 于 4 的 点 出 避 hme,=—¢, 使 

f {01) =f (6) 一 … 一 了 。 

引 现 的 艇 明 ”上 先 取 满 足 吾 >64 盖 名 二 >>0， lim es, 一 0 的 任意 
下 实数 到 {8a}, 命 & 的 任意 名 域 为 0 二 Iw 一 a 二 28,8 记 0 由 
Qasorati- Woiarstrass 定理 有 满足 0< | 坟 一 下 | 二 后 | 六 人 一 区 | 到 
的 点 ?二 各， 用 4 表示 图 .多 一 4| 达 8。 由 于 代 二 六 人 2 在 %z 一 为 单 值 
正则 ,出 域 未 变 原 理 , 妃 立 为 中 心 取 之 分 小 的 邻 域 ;v= 六 (2) 在 这 
邻 城中 取 的 值 包含 一 个 习 交 为 中 心 的 天 分 小 的 图 , 命 此 因为 
上 小， 因为 Y= 了 的 在 2 到 连 苇 , 页 以 委 为 中 心 的 图 , 可 旋 仿 在 
0< | 一 4 过 &a 内， 命 本 的 并 包 为 机 , 可 惟 而 中 ,而 汕 的 什 
径 6 可 假定 小 于 5， 其 次 , 寻 于 0 二 |3 一 | 之 83899 | 了 (2) 一 0 < 
应 用 Uasorati- Weierstrasgs 定理 军 提 与 上 面 同 桩 的 扒 导 ,得 出 : 
有 满足 过 | < Ba i 22) 一 Qi | 过 全 | 的 二 太 记 加 为 中 心 
而 色 合 在 9 二 '%4 一 4 | 三 84 内 的 图 ， 和 下 的 梨 肉 有 以 a2 一 f 439) 为 中 
性 的 于 ds: 0s | 2 一 aa 一 ba< sa 日 满足 dc 4 以 下 重复 问 桂 
的 推导 , 得 出 : 有 满足 0< | 加 一 &| 二 sa， Fe 一 ai 二 Di 的 点 
try 及 以 丘 为 中 心间 包含 在 0 一 1 加 一 和 < 天 6 内 的 焙 , 攻 的 稼 内 有 以 
os 一 六 加) 为 中 心 的 图 40 天 | 也 一 同 | 去 62 旦 满足 4 di， 
这 样 在 妈 平 耐 上 得 出 满 鼠 


th 六 7 证 站 冲力 北 

i es en ee 
的 因 列 ,其 定 径 各 为 6,, 由 于 0< 矶 <6 放 m6 一 0, 从 而 可 以 确 
定 一 个 Ztw 一 42, ) 的 共通 点 -7Y. 而 于 7 在 沿 内 ,所 以 
i 一 Qa | 之 8, 如 由 于 YE 故 一 定居 注 是 0 16 一 ,之 8; 的 点 
2 使 了 on 一 了 。 

Ficard 定理 的 产 饥 ”应 用 上 上述 引 理 及 Sebottky 定理 ,总 明 
利和 值 画 数 六 2 以 2 一 汪 为 扯 站 本 竹 坷 矶 时 ,在 复数 球面 上 最 多 除 
去 曲 个 值 , 对 于 其 余 的 任何 值 c, 在 z= 的 铝 域 取 无 窍 名 次” 。 出 
上 电 组 法 亦 表 。 为 此 ,假定 六 四 在 0 1 一 4| 到 和， 全 人 站， 只 了 复数 蒜 
面 上 互 芽 的 三 个 值 et osy os 有 旁 欢 。 这 时 ,可 取 问 元 人 天 小 ;直人 寻 
一 般 性 ,可 以 假定 了 和) 和 在 9< .2 一 gg ,< 不 到 三 值 中 的 任 一 个 。 这 
三 个 值 中 的 两 个 ,例如 mi cos 设 是 有 穷 , 依 oa 为 有 尘 或 sp， 分别 
作画 数 


g (2 -了 Ol 0 一 二 和 成 (2) 二 FEN Oo 一 OY1 ， 


— E+ ft ja 0 一 如 
则 gz) 在 0< a 6 单 值 正则 , 以 2 一 & 海 孤 闻 本 性 奇 点 , 这 
在 该 外 9 (2) 0, p22) 4， 

因此 ,由 引 理 对 于 复数 YY 下 满足 lim 加 一 2 0< wn 一 全 | 之 问 

的 点 列 为 ， 售 

P(e = (a) = yy, (19.17) 
胃 侣 

Clog(t2—#4), 2=8+o, hl) = (2), 

车 访 (0) 是 定义 于 左 秆 和 平 加 Ss 过 I0g 5 的 单 值 正 风 三 炊 ,上 且 BC6) 
关心 ; 工 ， 另 一 方面 ， 加 变换 为 5 一 log 和 一 时， 5&1 不 能 队 一 列 定 ， 
六 方 假 起见 ， 指 定 一 严 所 3aTE bn 芝 下 ， 则 总 与 为 一些 确定 。 让 于 
Nie log 12 一 |, 政 Tim 只 5 二 一 oo。 敌 不 类 一 般 性 ,可 以 假定 对 
隆 负 一 二 2 第 之 一 8x 十 log 人 部 及 为 中 心 、2m 为 衬 私 
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柯 蔽 时 ,这 个 转 完 全 蓝 在 丈 心 ) 的 定 尽 域 中 。 因 此 ,个 
Hic) =—ARCETE) =, 2,.), 

1 6) 在 ,之 2x 音 值 正则 , 旦 在 闹 让 五 , 尼 ) 半 0, 1， 另 外 ， 
个 拘 欧 如何 ， 五 ,000 一 站 总 本 一 站 一 富 ， 因 此 ， 命 8 一 13， 由 
Bchottky 定理 , 当 | 此 | 妆 严 时 有 

| 五 1<S (Cy, 1%. 

即 .5) | 在 过 6&4 及 平 行 于 吉 畏 、 长 为 2w 的 芒 眉 六 十 证 ( 一 下 所 1 
<r) 上 上 ES (yy, 1 为 小 。 因 此 ,|8(2) | 在 过 的 加 同 !z 一 4 
一 一 上 小 于 全 Cy; 12) ， 访 (y，1723) 与 区 无 关 ， 直 于 
limlz, 一 可 一 0， 评 2 一 CEG 是 多 的 可 去 奇 点 ， 与 原 设 3 一 4 不 是 揪 
蔚 本 性 奇 点 了 矛 后 。 
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1) Jensen 公式 ”为 了 考察 千 二 画 数 的 值 分 布 , 先 诈 明 有 用 
的 Jensen 公式 。 

定理 1 命 总 为 正 实 数 名 二 卫 一 十 ceo)j ， 音 值 复元 画 娄 在 |>， 
去 已 诗 纯 。 恋 了 二 在 :20 二 且 的 其 个 点 2 及 .zx 一 总 图 周 工 小 有 
替 点 和 概 点 。 rt 在 图 |z| 志 五 内 的 知 点 为 向， 849 四， ao 极 
点 为 Da Da 5 0 部 按 孝 重复 列 人 。 于 是 ,下 到 等 式 成 立 : 


Iog f(z0) -多 十 二 | log !f (Re'?r) pm a 
i? 一 性 ,多 上 一 站 ,2 
-这 I 2 十 1 og Bp a (0-1) 
(其 中 大 六 某 一 实 教 肖 猴 ) 。 
征明 ”和 线性 西数 
t= 2) Jal <R (20. 2) 


Raz “ 


04 第 ?了 座 只 不 曾 数 
在 国 Iz 三 I 4% 二， ee 


rw 和 5 09 
最 然 在 |2| 志 号 亲信 正则 关 且 没有 需 点 ， 因此 Iog p00 的 一 个 分 


支 也 在 iz| 所 及 单 值 正则 。 因 此 出 5909.14) 的 Yiliat 公式 有 


加 1 Bw r | Ret” 十 : 芝 1 
log FP (2) i +- ， Ri{lor F(Re”)} 一 md, (20 ,4 


但 是 时 {op 六 (CHRe} 一 10g :F(RerY1,， 男 杀 {20.9) 中国 周 |g|== 晴 
晓 谢 虐 单 位 圆周 1&1 一 1, 琢 log iF(Re?) | 一 Tog |fiRe?)1。 因 此 
(20.4) 的 石 括 葵 电 了 (20. 了 的 第 一 项 及 第 二 项 。 

男 一 片面 , 了 (2 在 2 二 加 弃 汕 有 堆 点 也 沼 有 极点 ; 融 由 (20.4) 
的 左 端 把 log 了 (和 0 分 出 , 其余 的 秽 项 到 主 如 , 凤 可 得 三 (20. 负 人 汐 第 
三 及 第 四 项 。 

这 样 刘 证 明了 (20.1), 关中 并 六 实名 膏 狗 ， 

详 (20.1) 两 问 的 实 痢 , 则 在 定理 1 新 议 的 假定 下 , 命 如 一 78 
7 三 BR) ,得 

log | (Crew) | 

= > gf (Ro) | Tr a my 
+. 

在 20.B5) 中 特别 当 2% 一 nn 一 0 时， 全 log | 了 ee | 一 wr,)， 
jog 1 了 (Be | 一 i 恒 ,p) ,就 是 Poisgon 公式 {大 看 $9 的 (9.13))， 

另外 ,在 人 , 押 中 特别 地 加 一 和 的 时 禾 ， 立 于 得 内 


(20.5) 


| logif For) dy —log (If (0) Ss.| Rr"), (20 6) 
它 叫 做 Jensen 公式 。 


当 加 一 0 是 了 (3) 的 震感 或 极点 时 (其 余 的 全 满足 定理 工 的 区 


一 


20 半袖 豆 数 的 秆 芬 布 205 
件 ) ; 履 了 人 在 zs 一 0 的 Laurent 展开 是 
2) 一 6 十 如 吉本 人们 站 真一 个， 十 工 ， 士 2 ， 
应 用 (20. 的 于 世 2 ， 立 列 得 出 


1 Ti ip _ bba :bn 
| log lf (Ber) |ap—10g( |e bibs 


9 Nevanlinna 第 一 莲 本 定理 其 定 全 Ganss 平江 上 碍 党 
数 的 年 条 画 数 了 (3 及 尾 意 复 数 wo 满足 了 2) 一 wo 的 #5 值 税 此 是 
了 扳 灾 的 , 可 以 用 一 入 2 表示。 为 了 考察 这 些 值 的 分 布 状态 ， 
Rolf Nevanlnna 于 1925 年 {Acta Math td46 引进 了 了 下列 两 个 
阔 数 NCr, 了 ,T(r 让. 

他 合 了 为 站 过 < 十 ce 的 主意 实数。 于 是 ，- 上 壕 为, 各， … 三 
zi 所 7 的 范 团 办 只有 有 和 穷 个 , 命 %WCr, ao) 表示 它 的 个 数 。 特 别 束 
N10, wo) 二奶 (HR 庆 二) 是 展开 

fF) 一 w= 1 0 
中 的 ,同样 了 多 在 |2) 全 7? 的 极点 个 数 用 %(r,， oe0) 表示,n(0, oo) 
一 党 是 展开 
flo 一 人 二 

中 的 站 

分 用 符 导 logTata 宇 由) 表示 当主 1 时 Jog a==l0g ca, 当 Oa 
<1 时 log*a 一 0， 换 名 话说 , 可 以 定义 log*a 二 max {log ay 时， 

当 wo 汶 有 沪 数 值 时 ，Nevanlinng 定 必 


N (1, 400) ={ ee gsrn 0, wo) Jog 7 , (20..8) 


必 


Fr 让、 (20.7) 


1 2 十 | i 。 5 
mr 一 -起 小 ‘og | Fren) 一 tn de 20.9) 
当 双 一 co 轩 , 直 你 
N{r, ceo) -| 0s, Co) = oo +0, 20)1og +, (20.10) 
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由 下 
mm (rs, co) = 元 | log+ 'f (resy) |a0. (20.11) 


这 里 六 多 和 0) 议 ( WW0) 用 有 log 7 了 测定 的 长 度 所 表示 的 量 ; 六 做 
个 数 丽 数 (Anzahlfunktion); m(r, wo) 为 (2) 在 图 周 |1z| 二 "上 与 
wo 慷 近 杜 诬 的 一 种 下 均 , 岂 居 拍 接 芳 数 (Schmiegungsfunktion)。 

(人 在 2 一 0 或 许 自 千 点 挤 极 点 ; 可 尘 在 ?~0 附近 把 它 展 成 
Laurent 骸 垃 

(人 一 6 十 站 仙人 十 和 0 让 = 人 0 ， 土 I， 十 2, :1…)， 

取 0 一 ?< 十 ce 时 ,使 图 周 |z| 一 r+ 上 没有 了 人 3 的 零点 和 极点 ,而 在 
0 2 之? 内 识 有 知 碟 位) 0 9 Um 及 极点 如， Bs， …， bi( 考 重 
需 占 或 极点 层 裔 重复 号) ,于 是 由 Jensen 贫 式 (20, 门 有 


| | 人 有 一 or | 全 = 人 bo ') 
Dr |o log | f(re liag DB Ie 40 多 [eri | rm | 全 了 间 
舍 假 定 ea 过 .9ai 裤 六 19 ， 有 则 
入 
lg rr =: 1 TID 多 了 2 log | | 


— ny log 7 — 7m og | tm 十 这 《及 一 全 (iog |&, | —log|&-1|) 
| (b， 0) —nt0, 0) a 
t 


1 


milog t+ | 
EA 严 二 站 

-| 2 

f 了 


心 
加 样 有 
”0 nt0, 00) 
og Th oa 
因此 ,上 式 可 写成 


] 『ss er 
元 | lor fire } OP lop 16| 
-| nt 0 0, 0) a—|. nt{f, cj 一 和 人 作 ， ce ) dt 二 lomr 
0 t 0 


= (7) 0D) 一 站 人 oo), (20 .12) 
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画廊 面 ，% “—log*a—log*() (0<a 一 十 ce)， 玖 


tr 
| log | 人 re [dd =m{r, oo) —~mt{r, 0). 
(20.12} 可 写成 
Nir, co) mir, oo) —1logle| 一 站 他 0) mtr, 0), (20.1 
于 是， BRB. Nevanlinna 对 村 和 定神 国 数 (2), 信 
Niry oo} 一 友人 站 人 ec 一品 人 让， (20.14) 
T(r, PN fmlr, f), (20.15) 
称 且 (Pr 让 为 fl2) 的 特征 丽 数 (characteristic 加 netiony 。 因 此 ， 
(20.183) 可 以 号 成 
T (7, 3#)=TCr, f) -logle| (20.18) 
导出 关系 式 (20.16) 时 , 前 假定 全 区 画 数 f(z) 在 回 阐 | >| 一 7 
上 没有 各 点 与 极点 ;这 个 假定 是 不 必要 的 。 
事实 上 ,如 在 |z|==+ 上 有 和 规 点 yy B49 极点 加 站。 命 


fy < 1 一 安 1] 一 2 1 1 2 ， 
1 的 =- 开 人- 二 ) 贡 -高 ) (9 
则 凡人 0 一 cP 十 …, 故 上 面 的 推荐 对 于 及 完 全 成 立 。 由 刻 () 改 


me 4 41 
国 fF (2) 时 , 和 tr， 0) ;1 怠 ( 信 1 co 嚼 然 变 动 ,但 是 六 kr， 0)， Nr oo) 
却 趟 挛 ; 田 外 


fs 四 Pie 加 1 fs re'e | 呈 
去 -| log 1 和 一 9， 元 | log 1 do :一心 


GF b) | 


(2 二 十， Ps” "a k; ?一 工 ; 2， "yy b),， 
朴 知 


网 log ‘fF Cre) |a0 
pe 8 


也 不 改变 ,至 于 前 二 式 窒 易 谣 明 。 因 命 =r6”， 风 
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中 一 2 |， 


|= ,Bi?— oo 一 2|sin 5 


1 和 rm 
把 节 后 的 值 取 对 数 再 各 分 , 即 可 知道 蕊 等 于 小， 
另 一 太 面 , 对 竹 0 过 |a| 过 十 so,0s1BI< 二 se 的 任 登 a, B， 
容易 知道 久 下 二 式 友 衬 : 
lopf ie 十 及 ;二 log+|a| 十 log+| 后 | 十 pg 2, (20. [7) 
log' |ag <1og' la, 十 Iog | 有 | (20.18) 
因此 ,对 于 .&| 万 十 > 的 任意 复数 4 有 


mr Fi2) 一 在 = 二 logt | fF tre™) — wadd 
< | log' | f(re) :ab 二 二 |。logr1eiag+ 立 
2 jo 2 jo 2 0 
= 十 logTig 十 log 2, 
重复 同样 的 推导 ,有 
mr Fm +) 
mr 7) +logt |g|+log 2 
合并 已 得 兵 趟 笔 式 ， 
nr Fa a) mr, 7 i{logt a log 2} 
(一 1 (20.19) 


因此 再 由 (20.16) 上 有 


N{r, Fe a) tr, FD a) 
一 友人 二 人 信人) 一 到 — lople| 
一 友人 FF 十 人 (一 1ogiei 十 Dog+| cl + log2} 
(—1<8 1). 
合用 定理 的 形式 叙 壕 如 下 。 
定理 2 对 于 有 筋 旧 数 gs, 假定 全 视图 数 子 (2) 在 #- 人 的 邻 威 
有 具 下 列 Laurent 多 数 展开 : 
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(2) 一 一 ;2 十 0 车 中 (c; = 0) ' 
让 


Tr, ra), fe)) +0 {log’ al+log 对 -logla 


(—1<0<1), (20 .20) 

这 一 定理 只 . Nevyanlinna 把 它 是 做 关于 人 符 厚 丙 数 值 分 布 的 
第 一 基本 定理 。 根 据 这 个 定理 ,可 以 证 明 : 对 于 了 (施行 基 种 简单 
灰 谢 ,例如 链 性 挛 枚 


fi ) 8 _ po. 


与 (719(2)) 的 着 不 太 大 。 事 实 上 , 当 9) 为 (20.21) 
所 给 定 的 画 数 时 , 命 
er, FIT, 的 | =h(r), 

则 只 在 rr 过 十 oo 有 办。 这 是 下 于 具有 形式 (20.2 红 ) 的 维 性 
变 澳 , 系 由 三 种 挛 妨 : (DD) 9 人 一 了 (2) 十， (DD) g (2) 一 站 (全 ,廊下 1 
以 及 GID 9 (2) 一 二 7 施行 有 鹤 次 所 构成 (参看 83 的 力 )， 对 于 
CD N= 由 (20.19) 对 于 (TD Nn, 让 
不 变 ，mtr 用 则 由 (20.18) 对 于 (ID 则 再 (20.20) ,在 每 一 情形 
请 ( 仆 均 为 有 春 。 

3) Welerstrass-Hadamard 关于 因 和 数 修 解 的 定理 ”为 科 
章 起 岗 尘 从 整 协 数 的 情形 开始 。 溢 9 (为 一 乾 画 数 ， 划 让 罗 一 好 本 
也是 一 个 又 画 煞 , 且 在 Gauss 平面 的 任何 处 痢 沪 有 需 点 。 这 命题 
的 遂 舒 题 世 成 立 , 色 假 定 郑 (2 在 全 auss 笛 面 的 尾 何 钼 莉 没 -有 稚 点 ， 
央 迷 有 地图 数 12) ， 全 了) 可 以 古 或 er? 的 形式 。 答 证明 后 一 有 有 
洽 , 命 9%) 二 10g 了 2) 央 g2) 在 Gauss 平面 上 各 点 正则 , 任意 确 
定 一 个 在 ?一 0 的 log 的 分 支 , 由 单 值 性 定理 人 434 定理 加 ,gg(2) 在 
全 Gaugs 平面 音 值 正剧, 即 为 整 画 数 ， 8 中 = 了 (2) 也 是 显然 的 。 


2 种 ?7 如 和牛 业 本 数 
其 次 , 取 Gauss 平面 上 不 尽 丰 穷 点 为 聚 点 的 无 穷 点 烈 或 用 
点 列 
Gd Ogy sy ng {20. 22) 
仿 媳 多 在 有 指定 般 的 雳 点 的 整 画 数 存在 , 提 且 确定 满足 这 样 条 
件 的 画 数 的 一 般 形 式 。 
不 失 一 般 性 ,把 点 列 {a,} 傅 照 它们 模 数 的 大 小 排列 如 
[lal | 人 | |G | < 二 和 (20.23) 
其 中 的 等 号 有 的 代表 在 这 一 碟 的 狂 。 特 别 地 可 说 本 一 如 一 … 一 Gm 
一 0 过 gant1， 和 假定 了 (0) 关 0， 则 命 wm 二 0，m0 的 时 候 , 这 m 个 不 
好 写 破 禄 同 的 形式 , 因此 屿 后 的 时 往 中 把 它们 油 挤 , 好 设 (20.28) 
中 只 号 戎 非 需 的 零点 ,好 141| >0， 
现在 开始 作 存 在 性 的 证 明 。 这 时 只 考虑 其 以 下 形式 的 画 数 就 
说: 了 : 


or 五 {1 — 三 ) emo |. (20.24) 


其 中 Pp, 是 对 于 os 适当 俏 定 的 有 理 整 多 项 式 , 它 的 作用 是 使 泡 
穷 乘积 (20.2 允 在 任意 的 有 异 域 上 一 致 收 伍 , 换 名 新 说 


mg 人 的， 网 的 = 下 1 一 二 je (20.26) 


在 任意 有 界 域 , 当 tv 一 32 阿 一 长 收 般 。 在 这 种 意义 下 ,; ("中 通常 
吓 伐 牙 圾 因子 fconyergenece-Dproaucing faciors)。 起 困 民 0.22): 呈 
有 穷 个 ,显然 可 全 ez" 一 工 至 于 一般 铺 形 就 不 能 这 样 了 。 
进一步 考察 pfz) : 命 电 为 任意 正 数 ,日 的 是 要 定 与 召 无 关 的 
ps2) ,人 司 (20.25) 在 jz| 志 忆 一 致 收 航 。 对 于 满足 10n | 二 2 二 ho 
的 wn, 任意 确定 log 1 的 一 个 分 支 ( 例 如 可 以 确定 log 1 一 由， 则 当 


四 << 卫 时 Ing (1 一 世 ) 为 单 值 。 命 
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rn 2) = log -一 )- -Dn (2) , f20.961 

~ 四 ] Ea 2 ., 1 时 tty, 7 
pr 一 -三 十 卫 (过) 二 二 二 (和) ， (20.27) 


旭 在 |%| 等 有 有 


2 Hh 并 . 1 (三 
rn 一 AT 名 m2 


0 


3 (| 去 2 六 mi (20.28) 


Nt Te, 十] [a 
男 一 方面 ，(20.24) 的 六 Ty mo 一 1 个 因 了 于 与 在 |z| 
天 只 的 一 妆 收 狼 厂 天, 式 ng -可 | 所 以 与 县 无 奖池 ,种 


gt 一 让 (的 一 Wo， oo 十 1 )， (20 .29) 
则 级 数 > re(o)， 因 而 无 状 乘 积 (20.24) 在 |s| < 一致 收 做。 

以 上 性 明了 在 ?一 % 有 ( 答 定 瑶 的 ) 堆 点 的 整 曾 数 的 存在 ,反之 
候 定 输 定 了 这 样 的 又 面 数 了 () ,用 上 面 得 出 的 9 (9) , 作 二 EL， 这 


ie 
荔 煞 在 auss 正面 上 为 涪 有 和 浓 点 的 整 画 数 , 攀 有 有 整 男 煞 交 (二 + 使 
fF (%) — she) 
9 2) 


乏 合 以 上 精 且 ,得 

定理 3 和 荷 人 ten 天 0 一 L 3 /为 Gausd 笠 面 上 任意 答 
是 芍 ] 夺 玫 , 当 个 数 流 天穹 之 时 , 满 四 lim Wn 和 普 th 楼 灶 重 晨 写 
出 。 玉 2 为 以 全 作 需 局 (人 般 关 虑 在 内 ) 的 整 画 数 的 充 要 委任 是 了 (zj 
能 未 达 号 


212 弟 ? 间 全 竺 图 歼 
+ 至 ? ££ 了 i 
f (2) = Pai i iT (1- 2 加 Fi + ( 直 -) mf hess (让 } , (20 30) 


其 中 m% 为 0 或 菇 一 正 莹 数 , 玉 (0) 为 持 一 整 夯 数 ， m2 为 使 (20.,30) 
的 右 炳 在 所 有 前 月 淹 上 城 为 一 致 收 似 所 确定 的 于 整数， 

定理 8 是 Weierstrassg 关于 整 贺 烙 因 子 分 稻 的 定理 , (20.30) 
午 揣 的 无 入 乘积 部 分 放 做 Weierstrass 的 典型 用 积 (canonical 
producty 。 

对 于 千 舌 罚 数 将 同样 的 定理 有 定理 8 的 扒 辣 , 朗 

好 车 闹 图 数 可 以 航 飞 达成 琴 个 整 贺 数 肥 疯 。 

诞 明 如 淋 答 定 的 第 神 辆 数 不 是 整 丽 数 , 用 定 的 检点 ( 锅 
也 考 噶 在 内 ) 作 老 点 , 根据 定理 8 作 一 整 画 数 8(z， 因 此 让 (2 
= "98 (5 显然 是 一 个 整 画 数 ,这 样 了 (人 就 可 表达 党 


fF =. (20.81) 
对 于 粮 定 的 整 加 小 了 了 (2) ， 若 它 的 表 夺 式 (230.0) 中 的 m4 具有 
上 与 儿 : 天 美的 自然 数 ds 司 
mn Nn, 和， (20. 32) 
. 2 1 | 宁 二 里 , 
的 情形 特别 有 趣 。 这 时 的 (20.28) 己 | 于 (a ，0<< 
达 十 09; 要 东 
S (一 ) (20. 88) 
收 敲 郎 已 充分 。 使 20.33) 收 领 的 最 小 整数 则 做 迁 点 分 布 {9} 
的 去 狼 (genus)， 这 一 数 可 以 为 寺 或 正 整 数 , 特别 是 寺 的 时 想 , 可 
已 取 放 ,12) 二 0， 这 轩 趟 需要 收 襄 因 生 。 
堆 点 分 布 {an} 具 ( 有 穷 的 ) 亏 数 g, 且 (20.30) 有 织 整 丽 数 (2) 
酸 痪 为 名 次 有 理 整 隔 交 时 ,DT 中 的 栅 天 的 
=max (PH, 9), (20 .34) 
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叫做 男 数 了 (0 的 等 娄 。 它 与 (1( 当 12|~>50 有 时) 的 者 天 情况 之 
科 ,有志 切 的 关系 。 
为 了 了 考 窗 这 一 关系 ， 今 竹 定 满足 0 天 < -oo 的 ”对 于 整 画 
煞 了 (2 ， 命 
M{r) = ~ max |f (2 ] (20.35) 
随 了 的 弄 天 而 增 大 ,根据 Licuville 定理 司 10 的 汕 ) ,只 要 不 
是 常 才 ， lim 计 () 一 eo。 因此 , 志 有 lim jog (Tog 型 人 六 一 二 ce) 称 
_T ee og {log NM (rr)) 
为 整 副 数 (2) 的 胃 torder)。 例如 对 于 的 =5") 上 (pr) ==e" 玻 
Pp 一 1， 当 pp 为 有 和 穿 时 ,有 下 列 定 理 。 
定理 有 盎 桥 的 整 茵 数 了 (2) 的 亏 数 5 及 般 p 漠 足下 列 简 
单 天 了 梁 ; 
oo 志 [pl}, ‘20.87) . 
其 中 [Pi 为 不 大 洁 p 的 最 大 整数 。 
是 明 上 整 轿 数 了 (2) 的 因子 分 和 解 表 这 式 中 ,上 典型 汪 积 的 如 数 为 
fy， 页 ( 动 的 欢 儿 为 名 时 ,只 要 性 明 gq 之 [pj] ,wp 志 [p] 就 侣 了 。 
9<< [p] 的 壮 明 。 首先 在 (20.30) 中 命 二 人 -一方 (人 ， 由 所 (2 
加 到 时 p 及 ga 痢 不 改变 鼓 开 姑 命 了 0) 0 出 不 拓 普 逼 性 。 
人 (2 的 需 战 汐 辐 ， ta， 2 Elel=r {na=1, 2 
可 以 认 作 人 0 过 并 二 7 所， 由 Jensen 站 宗 , 当 人 <?+ 二 十 9 有 有 


让 | log fF (re®) |a9 = =log A , 


-| d+ log |F 0) | (20 .38) 


另 一 郁 荀 ;全 内 二 [pj], 央 驴 十 1 沁 p。 因 此 有 下 实数 e>0 使 
h+1>-p+4e, (20,89) 


214 第 7 意 和 半 攻 看 数 
由 于 Pp 二 58>p 外 有 反 p 的 定义 ,以 有 ro 存在 ,使 当 r? 关 mo 时 有 

多” og lf (re) <r (20.40) 
放电 | nt, 0) go. | mE DO) issn(r, 0) log 2, 

心 t rr 上 

及 (20.88) , 当 rz 六 时 ,得 

了 (六 Oiopr 2< 02 一 了 各 六 (OO) |, (20 .411 
另 一 上 方面， 由 mi ,00 的 定 羡 ;nn 守 % (0274 全 对 于 甩 有 的 tn 二 1， 
2 下) 机 议 立 ,可 有 WW 奉 在 ;便当 n>w 时 有 


ite Pi+e_ 
NT Qs < < 六 


让 十 1 一 二 
了 1 \e+t2s 了 Nhl 
或 元 > 元 ， 或 ( 坟 ) ,2 
刻 立 。 因 此 ,出 (20.39) 有 
hi—e ~ Pt3e 


oie ”prae™ 
1 \ -网 ， 
局) 
收 艇 ,从 而 本 
汉人 
也 收 繁 。 


Dp 专 [p] 的 翘 明 。 命 2 一 re?，0<<r 之 <oo0, 慌 到 窗 数 了 (2) 在 
|z| 一 是 汕 有 规 点 ， 者 "一 nt(8， | 二 | 所 < L421 天 0， 由 
(20.1) 


避 二 - 冰 了 人 Re'™tg 
log f 0) ~ik + 3-|, log 0 Ip 


+ 疡 ]og 2 2 


a 


微分 西 痢 得 
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4 [137 .2hewv 
FW = 二 | log |f (Re?) TR dP 


再 关于 2 微分 于 一 [p] 次 ,得 
全 他 全 -二 广 girl SRD mw 


2 AX J 2 ) i 
| — Th1 人 :I 1 避 
+ 癌症 阅 (20. 介 


在 这 一 式 中 命 五 >coy 看 一 看 得 出 管 样 的 千 果 。 首先 右 问 第 一 项 ， 
出 120.4 和 99) 有 
1 [7 2 Rer? (Rl) 
| 8 fer) | EE ay 
a A 了 [3 ia |. 
< | og!f (Be) |idg 
,i BR Rerts 
< 民品 上 十 寺 ) | (Er) (Rr Pyrite 
因为 二 p 呈 2, 故 当 Boo 时 这 项 收 侣 于 寺 。 
其 次 第 三 项 ; 审 于 % 一 1 2 pp 人 时， | er 天 五 ， | 好 一 Gu2 | 
一 吾 ?， 和 着 注 准 他 一 % 有 ， 山 ， 故 有 
tn oih] | 
ni| (R32—— ns) ti Rr 
出 (20. 和 1), 县 存在 ,将 盖 全 玫 时 有 
ntR, 0) < {het topg|f (0 | lop 2< Ret™, 
hl >>o+de, 


ntBR, 0 < Ah! 全 


故 亚 然 


朗 这 一 项 也 收 仇 于 堆 。 故 当 芋 >co 时 只 剩 下 第 2 项, 从 而 下 式 的 
有 端 必 定 收 然 


316 菠 7? 诲 笠 贡 机 数 


-5 了 
{= (一 习 呈 1 裤 到 2 (20. 48) 


市 上述 伏 明 ; {20.48) 的 寿 端 对 于 任 窟 的 吾 ' 人 一 尼 一 十 ceo， 在 1 | 


所 二 一 发 收 使。 玖 把 (20.438) 沿 定 0 至 2 的 积分 路 多 积分 及 十 1 
次 , 即 得 


l 
log fF (2) — Se + Sllog (1 己 ) 二 世 十 可 十 … 十 一 一 ha 上 
(20.44) 
这 里 无益 笑 数 忆 { } 的 0 次 到 及 次 的 逐 项 微分 ,在 12| < 内 为 
一 玛 收 侣 的 秋 数 ， 生 在 ?一 0 的 慎 为 需 , 故 10g7 人 的 > 次 微 商 在 
z 一 们 的 慎 汶 lc。 让 120.44/ 求 卫 时 ,得 
四 的) = > oo， (20.45) 
3 
定理 4 为 Hadamard 答 出 的 糙 果 。 为 了 把 它 推广 到 年 纯 而 
数 ， 只 . Nevyanlinna 定义 年 舌 图 数 的 般 如 下 : 


ey log T(r) 
Ph ms Log 六 


其 中 了 (为 答 定 的 年 纯 罚 数 六 2 的 特征 西数 ,特别 f(x) 为 整 画 
数 鬼 情形， 这 个 7 与 整 图 数 的 科 训 一 双 的 事实 容易 用 以 下 的 打消 
推出 。 朗 计 于 了 (0) 是 整 图 数 ; 六 (7 力 拓 90, 因此 


(20. 46) 


Fd 
Tr =m | log' If (re®) dp <log*M Cn) 


(20. 47) 
成 立 , 另 一 方面 ;在 12| 二 BR(0<r 之 RB, z=?er) 上 假定 (2) 没 有 需 
点 ; 则 南 Jensen 到 式 (2 和. 国有 


Fd 
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1 ， 县 一 各 
元 | log |f {fe )| Bi Tr co Oo 


log i 2) |+ 1 log | Be. 


这 里 由 寺 粮 住 图 数 世 = (一 08) 1B{oy 一 办 把 辕 I#i 所 RR 映 英 到 
单位 转 外 || 汪 1, 区 最 后 的 各 项 关 D, 把 下 个 舍 去 后 右 端 将 更 小 ， 
Ep 


log |F (re®) | 
1 ig Rr 
< log | Ce“) | irr oRr eo Oey 
男 一 方面 ,由 于 下 十 委 一 2 有 ”608 (一 他 宇 ( 卫 一 1)? 区 常 成 立 , 故 
把 这 一 不 等 式 代入 右 端的 长 积 丽 数 的 分 苹 后 ,上 式 的 右 端 咸 
< Btr 1 上 | 1og’ |f (Ber) |ap = E+ TER, f), (20.48) 


合并 520.47) 及 (20.48) ， 当 了 为 整 画 数 里 下 列 不 等 式 成 立 : 


Tir, fy) 去 1og+ HM (Fr) < tm (R,, (20.49) 


但 由 定义 (20.11) 知 荆 ( 瑟 , 力 是 五 的 连结 画 数 , 所 友 (20.49) 当 
0<7 之 耳 之 十 co 时, 维 合 在 上 一 五 上 布 子 胎 的 敌 点 也 一 定 政 立 。 
由 (20.49) 的 前 于 得 出 7 所 p; 在 后 守信 三 2, 有 则 log"MM(r) 
<87' C27; 了) ， 从 而 
0 一 Hm iog J < ge 7 

由 此 得 出 p 一 +, 只. Neyaninna 得 出 了 碎 下 时 沙 理 ， 穹 的 年 
明 完 全 与 定理 4 的 谣 湖 类 伏 , 故 夫 早 。 

定理 上 命 了 (2) 六 具有 海 级 的 牛 神 图 数 ， 其 非 原点 的 寄 点 
与 极点 省 六 


3 


218 站 ?了 覃 牛 态 夯 数 
其 中 震 点 和 极点 都 按照 胡 列 大, 则 了 全 六 其 下 列 形 状 : 


8 2 和 

PE Cr C7 
Rn 2 
EU- 下 2 jexp(- 放 二 十- 有 十 人 ) 

(20.50) 

其 中 为 整数 ， f (3) 次 次 数 不 起 过 [rj 的 右 理 整 库 数 。 素 六 2 为 

使 翌 《一 一 ) ,总 (3 一】 收 全 的 最 小 正 昧 数 或 零 ,但 
A \ | b,| 
=D 二 Tl1, o'=gtl, 


【上 例 j 考 综 sin sz = 本 9 4 的 因子 分 解 。 

首先 ,由 了 于 |sin zz| 过 ef 本 它 的 胡 为 荆 ain zz 的 堵 点 为 0， 
土 ]， 士 2,…, 和 寿 且 都 是 一 般 的 。 命 Ban 一 % ear 一 一 外 作 杀 类 
立 (- 冯 ,看 一 看 它 收 敏和 发 散 的 情 驶 , 习 { 填 ) 为 收 伍 而 
(二 ) 为 发 表 , 放 典型 乘积 的 汪 数 为 1 根据 这 些 事实 ,由 定理 4 
有 


名 


gin wz— e+e FL’ (一 三 je 


CT 


黑 由 于 sn mz 为 否 豆 数 , 政 必须 8 一 0， 签 决 定 &, 虽 考 瞳 


lim {sin wz/2) = , =r = 1op ww). 
不 + 由 


上 上 面 有 的 记号 【上 | 条 滋 积 中 不 公 %=0 的 因 闻 ,而 就 指 余 的 整 攻 
和 所 作 的 乘积 。 合 并 十 和 及 一 nn 的 因子 也 不 影响 它 的 一 致 收 做 性 ， 
这 样 作 的 时 候 , 寂 的 收 就 因子 相 消 , 改 最 后 得 出 : 


， i 、 
sin xz=ws IT (1 一 ). (20.51) 


4} Nevanlinna 第 二 基本 定理 和 宵 据 有 理 画 数 了 (2 的 定 
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叉 全 8 的 和)， 可 用 两 个 有 理 整 画 数 Re， 4 表示 为 Aioe)-- 方向 


的 形状 , 其 中 (zw) 及 电动 的 次 数 各 为 所 ，v, 于 是 ， 分 三 种 情形 : 
上 之 ph 岂 二 p, 此 之 2 从 接 讲 境 计 ;让 ,mr ， 就 知道 


0 Tm TD 十 cc ， (20 .62) 
To log 个 
它 还 可 以 表示 成 束 台 的 形状 
Tir, Ff) =0(lopg rr), (20.63} 


记 导 OO 表示 当 r?->oc 了 轩 7, 有 /lo0g 7 海 有 界 。 

有 反之 , 令 命 (20.53) 成 立 ; 则 由 于 jog T(r, 让 一 0 {log Jog 7)， 
故 了 人 2) 的 般 沪 辟 。 这 样 由 定理 了 知道 ，“20.60) 在 织 er 中 的 
yt 的 次 娄 为 堵 , 故 63 六 一 常数 ; 另 一 方面 ,出 第 一 基本 定理 有 


N(r, 下 加 一 站) T(r, Fm ) ST, +S (Tr), 
其 中 Cr) 沟 有 界 ， 故 趟 认命 Ww 一 0 或 wo 一 o0 ,出 于 2 守 (7, 太 
一 {10g Tn) 六 0 yn eco 同时 必需 为 有 界 ; 和 结果 大 二 的 震 点 
太 寝 点 的 全 数 均 为 有 盎 个 , 套 10.509) 的 请 吧 为 有 到 画 数 。 

当 子 ( 切 示 是 有 理应 数 的 秆 纯 画 数 时 ,必定 有 

lm {T(r, 1) /log 首 一 co， 
可 是 Nevanlinna 又 就 明了 了 和 他， 力 看 做 Inpgy 的 夯 数 时 是 上 呈 男 
数 , 这 样 和 苦果 更 好 , 即 下 式 政 立 : 


lim 二 1) oo (20 .54) 


全 -了 ca 


为 了 艇 究 补 乔 男 数 在 3 co 附近 的 情 沈 ， 及. Nevanlinna 证 
明了 一 般 非 常数 的 牛 炖 画 数 了 地 的 特征 画 数 荆 (r ,请 洪 足 下列 第 
一 基本 定理 。 

定理 6 命 了 地) 为 非常 数 的 汗 纯 夯 数 , 王 他 力 是 性 的 特征 国 
数 。 ui; xy ?2s 为 复数 球面 二 任意 的 三 个 彼此 互 异 的 值 。 于是; 


330 第 ?了 章 中 纯 国 烽 
二 7 中 
马 
TO FAN Nr TA) {20.55) 
所 一 二 


其 中 Ni) =N(r, py) + (NG, 一 NO))} >>0; 要 
全 项 晤 人们 当 也 人 的 稻 下 为 有 次 时 ,六 (一 已 ogg 7) ;一 般 情形 自 
0 一 < 十 co 除去 总 和 有 穷 的 本数 个 区 问 后 , 在 其 余 的 部 分 下 面 耻 
等 式 胶 工 :; 
Str)<D{log Tr, fF) Flog r}. (20.56) 
根据 第 二 基本 定理 ,首先 由 地 六 (7) 守 0, 可 以 把 它 略 去 ,其 次 
用 了 tr, 方 除 (20.56) 的 融 端 , 改 了 (0) 不 是 有 理 画 数 的 和 和 苍 画 数 ， 
引用 人 20.54) 全 ?7 取 人 .5 的 例外 区 间 以 外 的 值 , 及 着 >s， 则 由 
于 lim {Str) tr Pi 一 0, 得 
NEY, Wp) 


于 
-i | i .~ 
I 


出 3 内 减 去 两 器 ,得 
2 六 {i Tm Nw) (20.57) 
Nevanlinna ‘ff 


,1 Nr, 2 ) 
0 


把 80) 吓人 懂 ts 的 亏 量 (defect)， 由 定 必 ,自然 是 06 (tw) 去 工 。 
假定 ws 为 Picard 定理 中 出 更 的 那样 , 在 2 二 co 的 邻 域 只 联 有 六 
次 的 如, 刚 六 (7 85) 一 口 Qog ?6000p) = 二， 所 以 (20.57) 是 将 
Picard 定理 更 精密 化 了 的 结果 。 

后 来 莫 国 购 Littlewood 把 (20.55) 石 问 > 的 项 的 个 数 3 推 


广 到 Yy 芝 8 的 和 任意 自然 数 g, 网 此 伐 20.57) 以 让 数 无 次 多 个 休 
Wo 人， 2， 的 (ao 4 
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> 6 (205) <2 
芒 是 股 计 的 。 


821 Mittag-Lefller 及 Bunge 定理 


今 衣 述 与 Weierstrass 及 古 adamard 的 因 式 分 解 定理 有 联系 
的 Mittag-Le 坊 er 定理 。 

1} Mittag-Le 骨 ex 定理 粮 定 Gauss 平面 上 只 以 2 一 co 为 
请 点 的 点 到 而 ) 9gay Way， 基 忆 各 点 三 为 极点 的 主要 部 分 


G, (= 一 ) ， (21.1) 


作 一 个 以 各 & 为 极点 , 且 在 种 极 点 的 主要 部 分 怡 为 (21. 了 ,在 其 
会 各 点 正则 的 后 纯 画 数 的 问题 , Mittag-Lefler 已 于 1877 年 答 与 


了 肯定 的 解答 。 以 后 Mittag-T.e 角 er 双 指 出 上 迹 G， (一 一 ) 不 一 


定 是 极点 的 主要 部 分 , 而 是 在 61 的 Laurent 玫 数 商 竹 硕 全 体 ( 在 
本 节 把 它 吓 做 Laurent 般 数 的 主要 部 分 ) ,用 同样 证 法 也 有 洞 足 这 
样 条 人 性 的 单 值 夯 数 ， 他 在 1884 年 更 进一步 用 Ganss 平面 上 的 仁 
章 厂 以 过 代 全 全 au 中 平面 ， 也 省 本 站 于 生生。 仿 证 有 明 最 后 这 
一 情形 的 着 1ttag-Le 坦 er 定理 。 

定理 1 粉 定 Gauss 三 面 上 的 任 一 域 了 ,及 属于 上 辐 的 彼此 相 
异 的 点 构成 的 点 更 ga ga Gny 项 刘 在 总 的 边界 以 外 强 有 
束 点 。 预 输 在 m 的 Laurent 般 数 主要 部 分 为 


ge) = (oe) 全 十 2) (01.2) 


p=—1 (2 ) 本 
出 三 必 内 于 述 点 列 以 作 的 证 有 点 于 其 ,六 各 的 Laureut 策 煞 二 
二 部 分 答 百 (1.2) 一 发 的 单 值 柬 了 了 心 ) 存在 。 
征明 ”首先 认 作 十 辣 的 过 时 工 为 有 田 , 这 样 也 不 失掉 任何 普 


2233 弟 7 如 侍 灯 西数 
通 性 。 因 为 如 果 荆 是 无 界 的 语 , 任 琅 卫 内 不 展 于 {46} 的 一 点 艺 ， 
作秀 性 变换 


1 : 
一 .名 
号 本 ( ) 


基 了 让 为 有 界 集 ,I 而 对 于 所 得 的 历数 了) Hi (21.8) 丸 可 回 和 到 
为 2 的 夯 数 。 


令 命 84 为 正 数 列 , 吾 其 和 为 有 穷 , 对 于 各 个 ou, 命 mu 苇 点 第 

了 的 距 议 为 出 , 点 列 {ad 除 才 有 聚 点 在 疡 外 沪 有 其 但 的 聚 点 , 故 

lim 9 = 内 , {21 .4) 

命 到 荆 上 某 一 点 c， 的 距离 险 为 坝 ， 划 击 于 如 姑 的 所 部 

明 的 滥 样 ; G《 二) 在 2 类 0 的 全 Gavss 不 面 上 政 钱 , 玫 以 2 

为 中 必 把 官民 Laurent 锋 数 时 , 则 多 在 1z 一 ci > 中 能 侣 展 
成 一 一 的 收 侣 里 般 数 , 命 其 为 


一 


旺 咯 二 


> 一 一 二 


一心 [区 一 号 ， 
这 般 数 在 |z 一 0,| 汪 24, 是 一 致 收 伍 的 。 故 挑选 充分 大 的 当 
|z 一 包产 2 时 能 够 使 gn (%) —P, (8) ‘om 起 中 
P,(s) = De 2 es (21 .5) 
这 样 
f (0) ~ {gn (2) — Po (2)) (21.6) 


就 是 我 情欲 求 的 页 获 之 一 。 事 实 上 ,从 加 为 不 属于 {40 的 卫 的 戌 。 
20 与 了 的 距离 6=¢120) 站 为 正 数 ,此 则 ‘21 ,下 有 2 当 负 守 mo 于 ， 
6 >39,， 把 


f= 训 协 国 -已 的) 二 总 -P= 训 + 避 
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分 开 考 察 ,因为 当 8 一 01 < 全 ,n> 时 ;jz 一 o|>24.， 帮 无 穷 笑 
数 多 的 各 责 的 息 对 值 小 村 a&ny 已 在 18 一 >o| < 一 禾 收 党; 因 兰 
项 只 在 cs 有 极点 ; 故 了 的 在 1? 一 ao| 二 号 正则 。 攻 对 于 森 一 个 
50 一 br 草 电 帘 数 【 对 .有 只 去 措 关于 mw 的 项 ;, 世 得 册 局 樟 的 结 
论 。 页 子 动 在 嫩 恰 了 玉 负 (人 雪 为 了 Laurent 般 煞 展开 的 主要 部 分 。 
三 加 二 02 容易 知道 F(z) > HY。 

2) 及 Unge 定理 Weierstrass 于 1880 年 央 送 提出 : 对 干 
Gauss 平面 上 仕 音域 已， 宦 的 {复数 球面 上 的 ) 边 界 海 熙 时; 剧 在 
司 内 部 单 值 正 有 ,以 了 上 所 有 点 为 家 点 的 画 数 六 (人 是 存在 的 。 上 以 
后 不 所 4 为 Runge 所 总 时 。 这 可 用 上 渴 Miittag-ILefier 定理 筋 童 
搜 证 明 出 类 。 事 实 上 在 这 一 -定理 中 ， 命 
1 1 
or (二 一 )- 各 一 全 9 


自 此 得 出 槛 煞 了 悦 后 ,再 作 柄 数 


Fl) el GD)， 
期 当 点 列 {gs} 以 工 的 所 有 点 为 京 点 时 即 为 欲求 的 画 数 。 但 
Runge 又 详 和 徐 查 了 所 用 的 厂 法 ,得 出 了 单 值 正 旭 画 数 依照 有 理 
图 数列 展开 的 良好 定理 。 
定理 2 (Runge) 命 思 为 Gauss 平面 上 的 任意 有 蜡 坡 ， 产 (2 
是 定义 于 号 的 单 秆 正剧 画 数 , 旧 了 (2 在 内 能 能 发 了 内 没有 极点 
的 一 臻 收敛 的 有 理 曾 数 列 的 极限 才 示 出 来 。 
姓 明 “分 三 段 鸦 明 。 第 一 慌 。 命 和 为 卫 内 的 任 章 定 点 ,go 与 
太 的 距 见 为 88， 另 一 证 面 , 命 ern 一 二， 3，…) 为 满 中 局 >>6a 
lim s,=0 的 任意 正 数 烈 。 取 满足 -3 >> 的 起 小 的 tw, 命 1 一 8 
以 了 的 各 点 为 中 心 、， 为 秆 径 作 图 , 则 由 lfeine-Borel 定理 ,可 以 


| 请 ?了 意 叶 巧 西数 
选 出 这 样 的 有 和 劣 个 同 , 宅 的 内 部 余 集 $1， 束 能 够 把 工 筑 送 。 这 后 
不 局 于 i 的 叶 包 仿 ; 的 五 的 点 最 多 可 以 分 成 有 内 个 域 ， 其 中 必 有 


-一 个 含 %; 称 这 个 域 为 Di 其 次 , 命 六 与 了 的 距离 为 61, 取 满 足 


号 >> Bu 的 最 小 的 mn 命 一 82m 以 荆 的 符 点 为 中 心中 径 为 82 作 


圆 , 则 由 Heine-Borel 定理 , 可 以 选 出 这 样 的 有 和 穷 个 图, 并 内 部 全 
集 5 能 通 把 三 全 部 复 瘟 。 冰 属于 As 的 了 的 点 所 作 的 域 中 ， 久 合 
2 的 证 汶 力 ， 雇 下 同样 的 反复 作 下 去 ， 距 求 由 D1， 了 3 Diy, 
于是; (了 DD, 了， 中 的 每 一 个 都 售 %0， 它 的 余 品 等 于 了 DD. (2) 
对 于 所 有 的 %w 有 六 二 DaiCDaii 二 DP。 (3) 命 卫 ,的 边界 为 二 sy 则 
,有 柔 由 有 和 宅 个 轩 张 构成 ,和 这些 图 弧 的 中 心 在 上 。 

第 二 刁 。2E ,时 ,由 Cauchy 积分 公式 有 


7 的 = 这 | 4 


Pe EE» 
这 样 由 积分 的 定义 ,在 并 上 取 充 分 名 的 点 在 二 礁 E 二 2 二，) 
用 与 女 搂 近 的 声 作 


fo = He, (21.7) 


(21 .7) 可 以 任 站 接 江上 面 的 积分 洪 限 定 2 全 Day 则 接近 是 一 
到 拘 。 邵 肥 不 充 人 秀和 多 ,可 使 
当 #ED i 时 If (2) —fs, (2) [去 

成 立 。 这 样 所 得 的 有 理 商 数 (3) 虽然 盖 不 多 已 狠 有 了 要 求 的 
竹 质 , 但 在 二 到 的 点 让 有 极点 ,因而 必须 把 这 些 点 移 到 > 或 
+ 外 部 。 

第 三 段 。 在 7， 上 的 tx; 在 构成 ;一 部 分 的 图 弧 上 ， 这 图 法 
的 中 心 5 在 .+ 上。 因此 只 须 使 (21 .站 的 项 


| 1 
人 ， ”小 一 grr Te) (ts ~ te) 


一 


上 
hn 
各 1 


8 3 Mittag-Lefier 发 人 unge 定理 
在 加 有 极点 就 修了 ,这 是 容易 作 到 的 。 
命 地 一 56， 以 如 为 中 心 、 乓 为 千 径 作 图 0, 因为 六- 地 工 
的 距离 为 51 Sa 二 > 人 页 Di 从 部 在 C 外 。 


2 
可 是 刀 在 图 如 的 周 界 上 ， ;和 -在 这 个 图 外 单 做 正则 ,以 
2 一 心 闵 中 心 展 成 Laurent 级 数 , 则 
dd 立 eet 


2 下 (一 0)” 21.8) 


这 个 Laurent 故 数 的 政策 域 为 一 种 园 环 域 %%< js 一 如 | < 十 co 县 
由 于 (21.8) 的 左 丹 当 #->oo 时 收敛 于 需 , 故 右 回 对 应 于 2 一 0, 一 1， 
一 2，… 的 项 为 零 。 因 (21.8) 在 了- 一 致 收 敏 , 故 取 因 充分 大 
可 使 


-4 9 
当 Y 和 了 1 时 ， 一 在 之 (2— es gx) < (21 .9) 


有 而立。 对 (21 的 各 下 作 这 和 的 多 由 此 所 得 的 图 数 合 为 72 
剧 由 (2.9) 当 %EDri 轩 ,99 一 了 ,2) | 过 254。f4() 为 只 在 
br (EL) 过 一 二 有 极点 的 有 理 范 数 , 所 以 它 就 是 我 们 筱 
求 的 画 煞 。 


第 8 章 糊 图 郴 数 


§ 22 双 周 期 秦 数 


三 角 面 数 sm 2， cos z， sed 2 等 ， 对 于 尾 意 的 复数 z, 关系 式 
2m) 二 ff (2) 脾 半 。 同 样 晨 满足 莉 等 式 子 (于 27 人 到了 人 2] 。 -一 
舰 也 .六 3 是 一 个 人 年 纯 奋 数 ,有 一 个 复数 四 过 0 关 深 式 

Tm) (2) (22 ,1) 
对 一 女 有 穷 的 z 成 立时 , 则 叫做 o 是 了 Ge) 的 周期 。 
全 全 (8) 具 两 个 周期 ol wa， 和 这样, 显然 
一 D001 二 Rs。 二 人 士 了 十 2，……) {22 .2) 
也 是 了 2) 的 周期 。 因此 假定 oay al 是 次 有 理 数 ，osay ai 一 2 人 【其 
中 人 9 为 整数 ,和 ;9 除去 土 ] 外 没 且 其 他 人 克 公 因数 )。 这 时 有 满足 
np 十 WY 二 1 的 整 烙 mr, wn 存在, 取 这 样 一 对 , 作 
oO = Tg DD) ~ wap aq, 
名 也 是 周期 , 所 以 ol 与 oa 同时 可 出 一 个 半期 & 作出 来 。 又 假定 
ll 是 实 无 理 歉 , 应 用 巡 分 烙 的 近代 ;可 求 出 满足 
[af i ga Pr LD Pro0 
的 整数 Bb,, 故 有 满足 | 名 | 过 |oz| jp 的 周期 ,由 于 了 (8 连 秆 , 故 在 直 
字 2 一 401( 一 0 之 过 二 co)} 上 了 (2) 为 营 数 ， 册 此 在 全 平面 上 子 () 
为 常数 。 王 下 的 只 是 osy oa 了 趟 是 实数 内 情形 。 由 等 式 (22.2) 的 形 
式 , 以 一 os 代 灯 3 好 可 下 ,疏通 常 选 请 足 
Ss {wa tw) >0 (22.8 
的 @1 太 cs。 

惠 常 数 的 秆 杭 钞 数 , 具 非 沁 数 oa 1 的 两 局 期 ol os 时 , 电 做 

梢 轩 医 数 (eliptis fanctions) 。(22.22 明 烘 定 的 周明 应 -~… 起 浪 瞳 ， 


下 位 下 


33 江 周 期 可 数 中 997 
只 可 它们 健 体 不 恋 , 加 ! 何 选择 周期 夺 (oa oa) 邯 是 可 以 的 ;区 何 时 
时 是 以 下 的 挑 远 帮 法 。 

将 人 22. 芭 表示 的 点 男 在 tfauss 平面 上 上 时， 构 克 等 间隔 的 格子 
点 ， 其 中 有 与 原点 的 距离 是 正 旦 最 洒 的 。! 根 下 漫 有 的 商 ， 问 前 时 
论 , (2) 一 定 是 常数 。) 

命 这 个 距 沿 为 *， 若 在 |z|==* .上 只 有 有 穷 个 模子 点 。 命 此 中 
幅 衣 最 小 的 为 Br、 于 次 ,为 了 托 选 ws, 全 取 与 申 是 1 丰 严 的 单位 
问 蜡 = 和 0 所 表示 鸭 带 夷 域 中 ， 
有 和 蕊 田 多 个 格 邓 点 加 一 ng 十 如 其 中 三 基 小 的 共有 一 个 , 用 os 
表示 这 一 格 本 点 , 则 :olyoi 十 osyos 构成 的 平行 四 未 形 内 再 沪 有 
格子 点 ， 其 他 所 有 格 于 点 可 以 把 新 得 的 oiy cs 做 人 (人 22.21 而 求 出 
来 。 取 a 与 所 成 的 角 为 十 和 w 训 ,上 则 量 和 然 汪 Kopa 名 直 个 。baycoa 时 
做 广 (为 的 一 世 荧 本 周期 , 四 边 形 0, oa or 二 os es 叫做 和 的 基本 
局 期 乎 行 四 如 形 (fundamental periodparallelogram)。 双击 上 上述 
决定 基本 疯 期 的 五 兴 , 可 以 看 册 : 一 个 日 变量 z 的 复 挛 夯 数 不 能 有 
考 于 两 个 的 基本 辣 崩 。 

本 面 画 数 的 情况 自然 是 由 基本 闽 期 平行 四 迪 形 的 形状 决定 
的 ,但 一 般 地 具有 下 询 性 质 。 

定理 1 本 阅 画 数字 人 在 它 的 基本 周期 至 行 四 边 形 总 下 《〈 指 
内 部 及 边 ) 和 至 少 有 一 个 极点 (Liouville 第 一 定理 ) 。 

蔡明 洲 福 ( 鸭 在 总 上 的 尾 何 点 正则 ， 划 包括 边界 在 内 过 和 粮 ， 
从 而 有 界 。 由 同期 性 知道 它 在 全 Gauss 王 而 也 是 有 上 界 ,由 Liouville 
定理 它 是 常数 (参看 3830 的 4)， 

由 人生 超 画 数 的 定 饼 , 知道 酉 阅 画 数 广 人 在 其 基本 周期 扑 行 四 
边 形 RR 上 极点 的 个 数 为 有 窍 个 。 因 籽 , 拒 二 焦 适 当 的 方 同 稍微 平 
称 后 ;能够 使 所 得 的 新 平行 四 边 形 嫩 的 边 兴 上 没有 帘 瞩 。 

定理 2 栅 图 图 数 了 2% 在 情 上 所 有 要 扣 钼 的 歼 数 和 为 0 


298 第 3 章 痪 周 图 效 
(Tiouvilie 第 二 定理 ) 。 

人 酝 归 命 站 的 四 栅 戌 依 反 时 斜 方向 嘎 序 汐 bi fa 十， 
ts 4 一 1 十 wa 它 的 周 须 内 局 pa 


[++ F (a) ds 


i 
= i {Ff GD) ~f (+ 0) ja 
rz) (fF 0) Fw d=0. (22.4 
合 了 了 (2) 为 侍 音 的 李 始 画 数 ,YY 为 企 音 常数 ， 刚 


fs) = (22.8) 
在 卫 或 PR 的 模 的 个 数 与 7 无 甘 。 这 是 由 于 这 样 的 根 在 且 上 的 个 
数 为 有 箔 个 ,微小 平移 中 作 中 ,能 使 在 有 召 的 周 界 上 说 有 概 。 而 妃 
于 和 柜 的 个 数 和 极点 的 个 数 ( 把 和 级 旋 算 在 内 ) 的 益 《 杖 看 亲人 的 定理 
让 为 


_ (2) . 
-| FU (22.6) 


完全 与 (232. 抽 同样 的 说 算 (注意 (2) 与 了 lz) 蚌 具 相 辣 周 期 的 蔽 关 
芯 数 ) ,名 可 得 出 这 (22. 信 的 值 是 0. 

这 个 与 常数 ?了 无 关 的 数 叫 做 了 的 数 ozqer) 这 与 扣 内 慨 
点 总 数 相 辣 。 肥 选 廊 使 忆 的 周 界 人 上 没有 f8) 的 堆 点 与 极点 ， 
计算 积分 


了 六 《2 oy 
Dari je Ftg) 


命 f( 罗 在即 内 的 雳 点 为 mu (一 1 2，…, 及， 极点 为 B， (ii 一 1 2， 

及 , 居 册 了 中 网 数 的 计算 ,知道 职 分 值 等 于 之 wm 一 B81. 另 
一 面 , 各 果 依照 (22. 人 的 计算 方法 , 则 知 溢 有 台 数 mm， mw; 使 积分 
值 等 于 mn 十 wws, 如 有 


epg ie 


囊 忆 


2 Weieratrars 桶 装配 识 2 和 9 


> Bi= nwt ns, 
i 


i 


8 99 交 elerstzass 椭 加 轴 堆 


任意 粮 定 满足 人 (各)>0 的 天 个 复数 wzyoa, 求 作 以 (oroa 
为 基本 周期 的 业 圆 画 数 , 且 满 足以 下 的 从 件 。 在 ?= 有 二 稻 概 操 
F (2) 一 证 c0 十 ce- -FF 
与 ?一 0 相差 maoa 十 acs 的 点 以 外 再 没有 极点 。 页 je) 的 蒋 为 2 
由 $22 的 定理 1 知道 me 也 是 尾 意 的 , 故 可 以 取 一 由， 


仿 命 mn 一 W001 于 Wg 由 在 如 wr 的 Laurent 琢 数 展开 ， 与 
Mittag-Lefller | 考虑 


1 1 网 
(2) 一方 3 + 避 1 再 -~ Er din, .2) | (28 .1) 
(gm.n (2) 尖 有 理 怠 赂 项 式 ) 


此 行 ， 鞭 中 闻 表示 除 考 人 = 交 一 四 对于 其 余 的 整数 守 ， 吕 冰 和 。 
分 命 7 为 满足 0<r< -+eo 的 任意 正 数 ， 则 满足 ”Con| 

Be 工人 2 的 和 区 只 有 有 澳 个 ,对 于 其 休 的 型 ,四 用 

1 | 2202 m,n — 2 | Gr 

(2— dn dm ma ) mn 

苏 一 方面 , 命 min(io! :oa 人 一 py mazt [mm | Im!) = ,im 

so 洲 足 max (]m] ,|%|) 一 有 的 整数 m,n 的 和 粗 合 全 部 共 有 35 

个 ;不 


1 6r 0 49r 
Fo a < 
mans[iitl, [m12=¥ (一 人 QE, ， (hp) 下 pn 
赦 除 去 有 和 穷 个 的 让 om 镍 , 当 |z! 志 + 时 有 
f 二 四 < 3 
六 (2 — 2 ni 之 让 
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命 gm.x (人 二 0; 划 (23. 才 的 右 癌 为 以 指定 的 2 为 极点 的 广义 一 
狼 政 禹 的 洁 夭 画 数 全 。j 广 人) 以 《wi, w3) 为 基本 周期 一 是 , 出 其 
构成 去 法 是 显然 的 。 这 个 钴 图 本 数 六 2 就 是 所 请 Weierstrass 
的 里 而 数 ,用 多 (2 下。 a 


ro- 二 aa 


2 在 z= 二 0 的 Laurent 展开 ，、 岂 于 名 (z) 为 慢 末 数 ， 下 其 稍 
数 项 流 0, 故 
8 人) 一 滞 十 多 2 十 92 十 克 s8 二 后 。 
克 在 相同 的 |x 之 p; 有 
2) 一 一 各 二 29%% 寺 gr 洁 …， 


和 各 是 其 相同 周期 的 酉 图 厂 数 。 直 .上 式 有 
让 ja 一气 -三 8 一 并 ga 十 … 


| 1 
铭 ( 乓 入 一 孝 十 苹 多 十 3 十 


夏 

{2 A 2 1 人 2 一 一 2895 二 《2 有 
[23 .83) 左 虹 仍 是 其 基本 周期 (oly ca 的 撕 图 事 数 , 出 于 在 | < 
正 屠 , 故 宙 22 定理 1 宅 一 定 蚌 常数。 分 伸 和 (一 人 时， 必须 满 
足 肛 下 的 关系 : 

C3 A = — 2895, 
命 
Vs 一 2092， ga 289s) (28 .了 

灌 旬 (2z) 泛 海 微 分 方 虱 


94 Jaeopl 椭 到 夯 霹 231 
各 一 入 全 人 2) — da 2) — fs (23.5) 
的 解 。 故 名 二 名 (2) 满足 
=| ow 
人 das yat 一 a " 
这 青 用 于 ?= 为 名 的 楼 虞 ,应 全 W0 二 50。，。 即 成 开关 承 式 : 
cher 


J) Vi 人 


4 好 Jaocobli 椭 圈 画 数 


同样 的 二 儿 酉 国 击 数 ， 和 在 基本 局 期 玫 行 四 边 形 认 的 前 点 部 是 
一般 的 时 候 , 其 映射 情况 自然 比较 简单 。 命 下 及 玖 ,为 说 个 正 的 实 
XK ;24K 为 一 对 基本 周期 ,我 们 能 够 作 在 % 攻 及 2 攻 十 i& 具 
一 和 狠 家 点 的 椭 图 画 数 。 取 基本 周期 平行 四 边 形 的 时 点 为 BK 一 * 下 ， 
383K -ikK', 一 再 十 4 区 一 太一 i'， 和 将 它 左 边 的 一 年 一 i 
KikK', 一 不 十 KK 一 太一 4K' 一 对 一 半 形 喘 齐 半 自 如 二 ww 十 启 
下面 除 去 0=0, |w| 之 1 的 部 分 就 可 以 。 这 时 假定 了 (0) -0, 了 () 
一 1 就 可 以 把 映射 唯 -确定 , (+i 下 ') 与 大 于 并 的 实数 和 对 
庶 。 这 个 变换 可 由 Behwarz-Dhristoffel 变换 式 ( 容 看 $17 好 6)) 


fe 加 1 
| (4D 


请 定 。 出 (24. 耻 显然 可 以 求 出 玉 及 到 


1 Kk 
EF- | EF' —) nD 
(24 ,2) 
将 妈 洒 作 > 的 函数 ,写作 到 一 sn x。 答 定时 , 由 (24.2) 郎 可 
决定 4 区 及 96K', 因此 是 做 sn zs 的 模 数 (modulas) , 过 必要 时 
把 它 也 写 进 丽 数 的 符号 sa 一 sn 人， 下 命 50 则 有 cc。 国 此 
由 人 24.2 有 五 二 >ecoy 又 由 (34.1)z 接近 
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” (a , 
Jowv 1— wi bk 


S 2 趋 于 Sin x， 与 e098 对 应 的 ;条 联 

ents, EF) = v1—gnw. 
关于 % 微分 gn 时 ， 褚 果 未 是 cn 2 引进 了 由 egn3 二 dn 二 了 二 多 
甩 椭 图 画 数 dn zy 于 是 ，(sn 2)'= en 2 dn x。 有 ng Cn gg, dn # 特 叫 
做 Jacobi 衫 图 醒 数 。 


忱 
抄 


淋 ”对 


著 省 功力 (Kunuguj) 金 二 邯 ( 开 数 授 , 早年 受 数 于 M.， Fré- 
chet, 有 有 关于 Fréehet 灯 数 型 大 面 的 工作 。 三 十 年 代 在 札 可 北海 道 
天 学 任 数 ,研究 解析 集 , 是 为 日 本 学 省 研究 描述 性 集 论 之 始 。I940 
年 左右 ,在 单元 复 变 画 数 葵 (以 下 简称 两 数论 ) 队 值 集 (cluster set) 
二 面 工作 过 一 引 , 及 有 过 势 草 数论 磊 面 的 工作 。 后 在 大 孤 大 学 任 
台 ,被 选 为 日 本 科学 院 院 七 。 近 年 来 著者 会 同 其 他 学 者 , 主 移 了 示 
少 种 从 书 。 

对 于 丙 数 论 ,笔者 所 见 其 洲 , 原著 卉 在 本 书 电 , 又 未 货 只 字 浇 
及 撰写 意图 ,只 可 将 笔者 仓促 之 问 所 得 印象 ,陈述 于 下 。 

笔者 蕊 为 画 数 窒 之 所 以 成 为 学 数学 的 人 必须 学 可 约 科 目 之 
一 ， 是 因为 它 千 但 在 数学 内 部 各 分 支 的 理论 研究 里 是 不 可 或 通 的 
工具 , 硅 旦 常常 提供 新 思想 的 模型 ; 在 应 用 数学 作为 工具 的 获 计 、 
物理 、 方 尘 、 天 文学 等 证 面 的 理论 研究 里 ,也 是 不 可 能 少 的 。 洲 是 
要 求 这 样 全 面 照顾 , 那 稳 不 是 二 百 多 页 篇 幅 所 能 办 到 。 序 使 篇 由 
没有 限制 , 焉 怕 也 未 是 一 个 人 能 做 好 的 。 落 者 在 这 里 采取 了 叙 渴 
基本 事项 的 五 作 ,市 些 地 右 , 只 介 萎 了 大 章 , 如 820 的 Neranlinna 
第 江东 本 定理 没有 施 胡 , 椭 必 鲍 数 只 作 了 6 页 的 简单 叙 进 。 在 日 
本 , 另 有 专 书 可 读 , 吕 怕 也 是 原因 之 一 。 当 然 基 本 事项 是 不 是 一 定 
要 这 些 , 特别 各 种 内 容 的 比例 安排 是 否 应 珊 如 此 ,可 以 因 人 而 毁 ， 
有 些 出 大 。 访 者 可 以 从 这 本 书 ,大 考 著 者 的 见解 ,构成 自己 的 嘴 解 。 

厂 插 写 靶 , 这 套 从 书 位 忆 简 练 为 骨 , 本 书 自 示 例外 , 特别 对 六 
本 数 葵 ,笔者 以 为 还 有 应 当 考 虑 的 问题 。 如 本 书 开 篇 所 说 , 泵 数 窒 
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的 历史 ,将 近 二 百年 , 画 数 论 本 身 在 发 展 过 程 中 , 剧 钵 促进 了 某 些 
分 支 葛 生成 及 发 展 。 这 些 分 支 成 部 之 后 ,应 当 反 过 来 影响 醒 数 稿 ， 
吾 实 确 是 如 此 。 但 笔 省 久 为 得 优 的 是 ,在 曾 数 论 基 本 事项 的 叙述 
重 , 这 一 点 的 反映 先 较 起 来 , 并 不 那么 和 多。 日 林学 者 在 这 方面 ,很 
下 了 一 番 功 夫 。19838 年 就 有 理 田 【Yoshiqa) 洋 一 (Y.) 数 授 的 画 
数论 , 篇幅 不 大 ， 作 了 成 功 的 尝试 ; 后 来 ,这样 的 著作 泛 出 ， 着 重 
点 各 有 不 同 慷 了。 现在 本 书 双 是 一 部 这 样 的 著作 。 当然 , 是 不 是 
必须 这 祥 写 ,是 否 这 样 写 就 过 分 追求 形式 推 戎 ,其 至 于 “灵活 ”,“ 丰 
质 "的 而 反 被 捷 流 ,可 以 因 人 而 异 , 有 些 出 大。 芒 者 可 以 内 这 本 书 ， 
参考 著者 的 见解 ,构成 自己 的 见解 。 

考 译 工作 中 ,必须 变 代 的 一 件 事 , 是 名 蛮 的 朋 题 。 尽 基 采 用 了 
已 有 了 而 习 移 的 。 浇 鹿 到 开 , .Ipz3ax03 洲 《 复 变 醒 数 引 诠 3{ 站 区 
类 学 数学 力学 有 秒 弘 ， 人 民 数 育 出 版 下 出 版 ), 大 煌 是 读者 最 熟 习 的 
书 ,依照 这 本 书 的 地 方 很 多 ,如 对 称 ,上 映射 , 兆 靖 曲 存 , 解 祈 , 连通， 
夫 形 ( 见 上 引 书 103 真 ) , 单 叶 ,全 姑 , 支 点 等 等 。 也 有 一 些 , 不 及 汤 
姓 国 内 甘 作 , 找 界 现成 的 名 酬 , 只 好 权 且 拟 译 。 

关于 “解析 ”一 辞 ,汉文 里 也 另 有 “ 正 肥 ”,“ 单 入 ”, “全 纯 ”时 上 
引 IIpsB&x08 著作 ) 等 不 一 而 足 , 这 大 狗 都 是 图 数 答 成 长 过 程 中 , 强 
调 某 一 点 , 而 起 的 名 称 。 笔者 以 为 现在 不 贷 开 这 样 仔 普 分 开 用 。 
而 更 重要 的 是 六 解析 ”党 偶 是 到 什么 局 部 囊 变 (lokaler parameter) 
为 标准 。 原 书 几 乎 无 例外 地 [$65.2); § 14. 中 等 提 到 了 另外 的 ] 是 
以 z 一 aq 汶 标 谁 的 。 现 在 按 原 六 及 广 江 意 见 , 仍 用 "下 央 。 

原 书 中 "单位 阁 ” 有 有 时 只 指 疗 周 , 更 多 的 指 内 部 (外 Jordan 曲 
秋 定 理 理 解 ) ) 问 或 也 指 内 部 及 周 , 这 时 大 都 用 “图 板 "或 “图 担 ”。 

原 书 非常 囊 欢 用 基 集 “上”, “中”, “内 ”等 字样 。 据 笔者 的 理 
解 , 在 汉 交 ,这 些 字 样 ,有 它 的 特定 数学 音义 (例如 上 ,中 见 笔 者 < 数 
学 分 析 天 站 > , 例 1.2,1 下 ) ,或 号 其 数学 意义 相近 【内 与 内 部 或 开 
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棱 )。 但 不 艇 随便 更 动 ， 都 被 原 伴 ,好 在 原 书 字 杆 ， 撤 授 节 兰 古 理 
解 ,与 补 特 定 效 学 意 必 理解 ,大体 一 数 。 翻 详 中 也 基 插 了 不 另 语 新 
的 这 种 用 法 ,所 以 在 共 形 映射 理论 , 昌 是 “上 变换 , 原 交 没 亲 ,也 
不 画 紫 滞 足 。 

历 末 上 央 衬 讲 认 部 是 粗 各 出 版 很 铬 ,六 对 工作 不 更 有 些 汉 扇 , 入 
工作 带 漆 些 困 难 。 但 主要 还 是 限于 孝 者 水 平 , 枯 报 原意 的 地 . 帮 当 
必 很 多 ,一 切 请 读者 指正 。 : 

以 下 逐 刁 获 一 让 管 省 的 印象 , 评 训 着 指 焉 。 

第 荆 查 ,1 、 人 介绍 了 Gausgg，Weierstrags 关于 复数 地 位 问题 
交代 ronecker 管 诬 一 一 著名 的 人 ronecker 定理 训 378; 一 一 和 的 一 
部 分 ， 郎 实 系 铬 可 除 代数 (division algebra) 观点 的 复数 系 特 征 。 
这 个 车 名 的 下 ToneeEer 定理 在 IIoHTprrHH 拓扑 体 理 论 (932) 也 起 
痊 站 下 性 作用 ,从 而 也 是 几何 基础 的 基石 。 | 

2, 2) ， 人 简单 地 斤 述 了 三 面 的 拓 扩 事项 。8 142 用 到 了 相对 了 
构 念 ,$18 提 到 了 上 成分。 该 些 入 是 近代 常 融 ,所 以 未 附 计 论 。 这 些 
大 间 阶 段 事 项 的 第 梧 斤 迹 , 可 以 套 园 汽 者 的 4 数学 分 析 和 大门， 

3) 提 到 的 参 变 数 iw, 妥 近 旁 与 曲面 点 近 闫 (1 外 对 应 的 充 要 
第 件 , 扩 项 天 上 典 徽 分 几何 书籍 部 朱 ,例如 Dusehekg- 沁 ayer,Lehrbuch 
der Diflerentialgeometrie, 埠 一 ，]1IH， 间 1 ,2. 但 撼 挝 当 驻 以 让 
充 。 这 是 难 名 的 , 原 国 是 右上 典 微分 几何 重点 在 几何 性 质 ,一 般 对 画 
煞 作 充分 的 要 求 , 夯 本 书 是 所 到 和 痊 帮 实 条 性 的 厂 导 。 

4) 所 请 二 位 一 定 的 航线 是 说 与 于 千 线 交 了 于 定 角 的 航线 。 

有 这 和 一 小 六 Mereator 贡 玉 , 加 过 时 类 请 地 图 投影 四 题 尽 于 
此 突 , 基 坏 恰当 的 。 地 图 投影 有 它 本 身 的 交 题 ,并 不 是 男 数 芥 或 徽 
分 并 何 节 短 中 一 一 页 所 能 叙述 消 苇 。 例 如 地 图 投影 的 基本 要 求 ， 
有 {i) 技 度 关 柔 正确 , ii 角度 关系 正确 (证) 面积 关系 正确 。 但 理 
询 . 上 ,在 每 个 方向 (i) 是 不 行 的 ; ( 记 , (i 让 同时 成 立 也 不 行 。(i) ~ 
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(之 外 ,当然 还 可 以 有 其 他 要 求 , 因 而 , 精 合 要 求 , 就 贫 要 作 各 御 
种 样 的 时 殊 关 有 虑 。 这 趟 是 六 一 个 数学 分 支 所 貂 包办 下 求 的 。 有 兴 
趣 的 牙 者 , 望 就 地 图 摧 影 的 专 籍 有 吸取 知识 。 

33. 本 节 侦 是 加 工 有 定 主 的 L. R. Hord, Aniomorphie 
Hunctions, 1929, Ohap. 1 而 告 戌 的 。 

第 2 章 , 34. 广 俯 一 至 肥 训 故 宽 了 一 致 农 钱 ， 人 得 足以 保证 极 
限 图 数 的 解 和 桩 性质。 特 圳 为 了 导 葛 奇 点 的 影响 , 是 在 画 数 谢 用 上 
非常 五 鲁 的 手段 。 例 站 , 晃 定 理 4 每 般 数 一 般 在 收 就 苞 办 部 已 不 
能 一 臻 收 贫 ,而 是 广 忌 一 致 监 微 。 有 法 思 的 是 , 它 入 出 了 局 部 贴 ， 
无 穷 礁 计 量 枚 性 空间 ,和 插 且 局 部 型 此 的 最 举 切 的 屋 。 

§6. 二 4)， 本 数 在 某 单 通 域 【图 近 旁 的 一 般 组 法 ) 解 入 的 
充 要 条 件 , 昂 本 上书 的 ,已 有 

i、 定理 1, 其 系 ( 瓯 数 蔽 活 )。 

2. 定理 6 及 7 了 {等 角 性 )。 

83、 定理 8 (保持 无 穷 小 图 )。 

4. 定理 11 及 $10, 定 理 1 (Taylor 好 数 展开 )。 

5, $8, 定理 2 及 $183, 定理 (积分 )。 

6. §9, 定理 及 定理 3 (所 裔 Uauchy 型 积分 , 或 列 邹 公式 
的 特例 )。 

必要 而 非 光 分 的 ,例如 
， 定 理 生 , 反而 9,， 3) 深 2， 

§ 11, 定理 16, 从而 $ 也, 定理 1。 

. 志 183,， 定理 2. 
,§ 了 , 定理 9 
. $19, 定理 1, 

6,.& ,定理 弗 
等 等 起 背 淹 常 重要 的 作用 ,并 且 是 效 数 区 的 大 部 分 内 容 。 
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因而 , 研 完 解析 的 谢 要 和 条件, 或 名 若干 已 知事 实 为 标 肉 规定 画 
斤 族 二 面 , 肌理 诊 兴 趣 , 或 贞 其 他 部 由 促进 ,很 早 以 来 就 积累 了 许 
名 文献 。 全 如, 将 定理, 改 成 无 穹 小 图 对 应 无 穷 小 梢 回 , 就 得 到 
JIagpetTbea (19386) 引进 的 拟 共 形变 换 ,不 但 在 其 他 部 站 起 著作 用 ， 
由 六 粹 男 教 葵 丰 ,出 是 非常 有 趣 的 。 届 玉 iinzi，nasjgFeontorrme 
起 bbildungen, 1960,， 及 央 看 § 12,， 

“6; 岗 和 男 数 在 丽 数 窒 之 所 腑 重要 ,已 由 本 小 节 看 出 求 。 实 际 
很 多 问题 ,调和 加 数 (或 蓉 调 和 矿 才 ,$16) 解 蕊 了 之 后 , 男 煞 论 半 
是 就 得 到 解决 , 如 1， 其 实 , 画 数 论 一 开始 , 就 元 不 开 幸 和 画 数 
\ 势 画 数 )。§ 工 , 3 指出 的 控制 复数 的 巾 角 .绝对 值 就 与 调和 男 数 
有 回 切 关联 。 

Radéd, Subharmoniec Functiong, 1937. 

3) 草 旦 夯 数 是 由 茧 形 上 映射 理 戎 产生 的 。 我 国际 建功 履 授 碎 
其 站 下 ,在 这 页面 作 了 不消 的 工作 。 影 响 奔 及 ,开展 这 十 面 工作 的 
上 很 案 。 可 参看 Jenking, Univalent Functiong and Uonformal 
Mapping, 1968., 

最 后 , 4) 最 后 一 小 度 文 字 第 一 旬 徇 意思， 笔者 不 巷 明 了 。 害 
理 生 中 没有 “天 \z0) 关 0 ， 双 与 定理 下 一 小 自 让 字 的 联系 ， 人 世 有 些 
难 钼 。 戎 宕 间 Bieberbach, Lehrbuch der Funktionentheorie, 
上 管 一 , IY, §15， 或 对 所 省 刚 训 会 ,请 让 深 注 意 。 

$86， 具体 国教 除 $383, 本 信友 未 章 外 ; 少量 散 见 它 娃 ;总 之 趟 
多 。 本 书 讲述 基本 于 项 , 偏重 严格 准 尾 , 基体 计算 很 少 ， 归 知 秆 ， 
特殊 画 数 不 但 丰 窗 了 画 数 芥 本 前, 实际 疝 题 的 解 次 ,最 石 要 车 具体 
茵 数 完 契 , 这 种 例 举 不 上 胜 举 。Kepler 方程 求解 中 的 Bessel 男 数 就 
是 自古 以 来 有 名 的 一 个 。 特 殊 夯 数 省 有 扰 予 以 足够 的 重 坊 。 我 国 莫 
于 怕 授 在 这 五 面 下 了 多 年 的 功 赤 。 

第 3 章 , 37， 复 变 复 值 丽 数 是 最 简单 的 向 量 型 向量 的 西数 。 


338 ”起 后 趣 


本 入 提 到 的 画 数 z( 引 ) ,当然 是 最 简单 的 实数 到 向 量 的 画 数 。 复 积 
分 中 用 的 是 最 备 单 的 辐 量 值 测度 。 实 变 复 做 画 数 也 是 很 重要 的 。 

8， 定理 2 是 所 讽 Cauchy-Gouzsat-Primngsaheimm-Heilpbronn 
形式 , 郎 生 是 五 的 边界 ,而 不 是 五 内 曲 乎 。 Heilhronm，Math. 
Zeitg. 87 (1988) 原 证 明 上 比较 难 , 这 里 则 通过 引 理 工 和 平面 拆 粒 的 作 
潜 ,; 化 符 了 。 只 此 ,过 到 用 Uauchy 积分 定理 的 时 候 , 例 如 89， 定 
理 , 邵 是 用 这 园 广 的 形式 。 

§9., 1)} 的 渤 全 是 关于 所 新 Uauchy 型 积分 的 定理 。 59, § 10， 
$ 12 都 需要 Lebesgue 积分 的 基本 知识 。 

意 Poisson 秩 分 答 出 了 辕 内 调和 画 数 , 及 图 , 工 可 测 边 信 
间 的 Banach 烙 同 构 对 应 。 全 五 =1, ?=e {了 >0), 冯 得 出 
T7040, 3m) 的 强 连 炳 算 子 生 群 。 具 体 如 何 定义 ,从 上 略 。 

第 站 瘟 ,和 了 0 Poisgon 积分 的 fourier 级 数 展 开 ,表示 了 ojig- 
gon 积分 是 二 旭 ，21) 的 紧 自 位 算 子 。 所 以 我 们 担 到 这 些 ,就 是 要 
指出 共性 的 疝 题 是 根本 的 。 

Liouyille 定 表 是 至 此 为 正 的 惟一 的 非 局 部 性 命题 。 它 鸡 可 
已 看 作 Uasgorati- Weierstrasg 定理 , Picard 定理 ,其 至 于 Neyan- 
linna 第 二 基本 定理 的 前 隔 。 

专 至 此 处 ,大 性 略 束 了 贺 数 在 解析 点 附近 的 基本 人 考 质 。 

8 工本 和 到 下 有 讲述 了 一 意 画 数 和 企 非 解析 点 的 一 些 基 本 避 
项 。 11 划 册 夯 数 展开 上 呈 性质 珊 证 面 作 了 后 立 奇 点 的 分 类 (定理 
1, 4, 14) ,一些 备 单 画 煞 的 形状 及 内 在 特征 【定理 TI) ,另外 若干 
在 计算 有 用 的 定理 。 

代数 学 基本 定理 ,不 是 近 此 代 效 的 理 般 。 在 近世 代数 《车 始 于 
Bteinitz, JTJ940) ,形式 上 只 是 添 一 个 符 生 ,表明 说 有 矛盾 ,而 更 重 归 
的 是 根 体 与 双 数 体 精 构 问 的 天 柔 。 吉 暴 的 理解 , 依 炙 于 数秒 的 连 
.车 性 ,成 了 一 个 极 简 单 的 值 分 布 特例 。 
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Laurent 展开 的 类 上 比 ,在 特 丈 侠 数 研究 里 也 有 用 ,如 Watson， 
A Treatise on the Theory of Bessel Functions, A YF 党 。 

$ 422， 讲述 一 夸 画 数 在 磊 拆 了 江 奇 点 , 特别 几 个 败 型 的 可 尖 请 
形 。 

Fainleve 定理 (加 车 体 = 冰点 外 上 的 于 通 集 ) ， 

定理 3 (1 蕉 Hausdorff 测度 堆 , 国 之 ,不 合 连 秆 体 的 于 人 梨 ， 遇 
Hurewicoz-Walliman, Dimension 工 heory， 定 理 YIE 9; 不 仿 巡 先 
体 的 并 集 湖 未 这 二 雁 Hausaorff 测 座 尖 ,上 内 Poinpieu 例 )， 

Looman- 半 EHhRI0B 定理 【可 数 个 点)。 

Looman-MeHim0B 定理 有 是 探 讲 夯 数 解 析 充 要 茶 件 范 睛 的 定 
理 。 这 是 就 Uauehy-Riemann 条 性 的 。 就 等 和 角 信 ,等 区 性 也 可 
以 。 主 要 永 这 三 方面 探讨 图 数 解 各 充 慨 杀 件 的 粹 合 获 作 , 有 有 了 D， 
Menchoff * MeHbm08 拉丁 拭 法 ), [e883 eonditiong de monogenéité, 
19836, 

徊 表 数 在 收 铝 图 周 的 情况 ,特别 与 系数 的 关系 ,一 般 边 界 芍 秆 
入 图 数 将 塞 仁 集 也 可 当天 一 意图 数 的 奋 点 二 题 。 分 别 岂 Bieber- 
baeh, Analytische Fortsetzung, 19bb; Mandelfrojt, Les singula- 
rités des fonctiong analytigues reprisentéog par une série de 
Taylor, 1982; Noshiro, Qluster Set, 1960. 

第 5 章 , $ 14， 讲 述 了 关于 解析 开 扩 的 极其 基本 的 事项 ,有 关 
的 图 古 还 很 放 。 解 禄 开本 赁 基于 一 和 玖 定理 , 而 它 只 荐 图 数 解 术 的 
洲 要 条 人 性。 那么 解析 开拓 里 , 际 过 注 便 地 作出 直 赚 开拓 外 ,究竟 用 
本 多少 吴 毅 数 的 性 顾 ? 
$ 15 注意 图 获 元 素 {4P(; @\)} 里 ,法 掉 了 周 定 华 标 系 的 
影响 。 

Weyl 褒 , 上 面 是 图 数 葵 的 根本 。 原 语 是 这 样 了 时: 

Die Riemannsche Fliche igt ein wnenthehrlicher gachlioher 
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Bestandteil Ger Theorie, sie jst gexraGezu deren Fundament. Sie 
isgt auch nicht etwas, Was a Posteriori mehr oder minder kiin- 
stiieh aug den analvtischen Funkiionen herans digtilliert wird, 
sondern mug dorchaus als dag prius betrachtet werden, als der 
Mutterboden, auf dem die Funktionen allererst wachsen und 
zedeihen kdunen. 

第 1 人 盖 ,816， 为 了 牙 明 Riemann 基本 定理 ,上 先 解 决 Diri- 
chlet 问题 ,这样 作 ,或 许 更 适应 一 般 情 况 。Dirichlet 辐 题 解法 , 盏 
面 和 的 Rismann 定理 姓 闪 ,另外 还 有 ,也 部 是 读 光 所 瑶 知 的 。 

Tt 定理 入 报 述 中 的 “有 和 沱 次 分 层 点 :在 8 了 里 流 有 解释 ， 
瑟 和 在 这 蛙 的 用 冰 趟 明 。 

关于 边界 对 应 ,这 里 假定 了 下列 简单 定理 : 

了 f(z) 定义 于 域 了 D, 在 了 的 每 个 边界 点 $6, 了 了 (2) 玉 Y(2>， 
zDD) 刻 立 。 于 是 , 合 一 f() , 旧 了 成 定义 于 了 的 丙 数 ,在 边界 
成 过 车 。 

$18， 在 这 里 看 到 了 一 点 点 多 值 画 数 的 周期 导出 了 区 代数 并 
题 的 情 丸 。 实 际 杂 代数 的 古典 部 分 ,很 名 与 十 天 世 坟 未 起 bel 积分 
理 匾 有 区。 

刘 和 测 论 ,在 这 里 ， 只 是 一 个 和 名称。 但 是 这 个 特殊 的 谢 和 辆 
数 ， 在 面 数论 非常 重要 ， 能 笠 一 概括 广 多 例如 估计 画 数 缀 对 值 的 
定理 ,也 荐 研究 五 面 的 工具 。 订 帮 时 Nevanlinna, Eindeutige 
analytisohe Funktionen, 19B63; iarathéodory, Funktionen- 
theorie, IT (有 有 英 广 本 )， 

第 7 了 章 , $19，Picard 定理 群 (包括 Bloch 定理 ) 也 可 以 由 共 
展映 鳞 长 后 放 的 沪 法 证明 ; 也 可 以 用 正规 译 证 明 。 后 少时 是 定性 
的 , 进 于 定量 千 果 ,但 基于 竺 一 原 央 过 一 虐 非 常量 要。 关于 正规 族 
的 基本 事项 , 日 文书 很 好 见 , 鼓 原 书 趟 录 。 此 外 ，, 可 大 看 Montel， 
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Lecons gur les famillesa normales de fonctions analyti uos et Jeurs 
applicationg, 1927. 

清水 (Bhimizo) 展 次 郎 (了 , 数 民 有 重 襄 过 ,Bloch 定理 毕 胃 着 时 
人 册 数 息 对 什 的 最 天 值 (大 看 Landau,，Darstellnng und Begriin- 
Quan siniger neusrer Erpebnisse der Funktionentheorie, 而 明 
显 ) , 似 已 最 大 限度 用 到 了 反 醒 数 的 性 质 , 因 市 , 更 简单 的 Picard 
定理 涯 证 明 , 亚 怕 不 容易 得 否 。 

各 20， 人 和 个 未 图 数 膨 Nevanlinna 理论 ， 钙 然则 接 淤 衣 Picard 
定理 。 潜 更 上 的 话 , Rigmann 在 针 析 数 芥 引进 了 “本 数 ,人 曾 
数 的 知 点 分 布 尽 其 典型 乘积 表示 里 已 有 师 倪 。 

直接 外 理 ntr, &) 似 是 更 直接 了 当 , 但 变动 要 激烈 ,不 易 控 制 ， 
所 和 愉 求 平均 , 作 阁 4 二。 和 人 四 也 是 一 伴 , 因 为 只 考试 财 近 的 部 
他 ,所 以 取 Jog+ Jensen-Noevranlinna 臣 式 中 ,只 为 消除 10g | f(x) | 
在 图 内 的 才 , 极 碟 , 例 如 ,可 以 用 

log jz) ,~—2 log | 一 ge| 十 立 Iog 12 一 六 | 
但是 没有 Crreen 图 数 好 。 用 Graen 夯 数 图 亲王 点 与 雳 ,极点 的 梢 
对 们 时 影 响 壹 小 。 

由 其 他 部 门 迫 使 丽 数 诅 考 感 的 丙 数 ， 惨 图 数 ， 全 三面 和牛 乞 图 
数 , 禾 罚 有 和 沦 族 点 天 多 数 ， 

Neyanlinna 理 答 侧重 初 对 值 分 布 ,当然 应 当 还 有 幅 角 分 布 。 

我 国 能 庆 来 数 授 及 其 门下 ,在 秆 印 丽 数理 论 方 面 工作 , 尼 年 关 
于 无 穷 规划 数 者 极为 显著 。 近 年 来 ,特别 注意 代数 体 画 数 , 及 深信 
Nevanlinna 第 二 定理 的 各 种 问题 。 李 国平 , 庄 折 涨 , 刘 修 赛 , 赵 进 
处 , 蓄 会 图 ,着 保 其, 余兴 乏 等 数 授 在 Borel 厂商 , 补 姜 西数 一 - 般 理 
论 , 和牛 视 图 数 的 及 丙 数 等 名 方面 工作 。 可 参 闭 Hiong, .LL.( 郁 
庆 来 ) ,Sar Jea fonctions méromorphes et jeg fonctiong algebroi- 


deg, 19B7; Nevanlinna, Eindeutige analytigohe Funktionen, 
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19883; Wittiech, Neuere Uniorsuehnrgen iiber eindeuvtige analy- 
tische Funktionan, 865. 

最 后, 阔 数 窒 发 展 历 水 多 斤 玉 ,关于 十 九 亿 和 的 有 Klein， 
Vorlesungen Tber die Entwickiuneg der Mathematik im 工 9. 
Jabhrhundert,， Teil [, 1926， 截 玉 1932 年 的 有 julia, Essai sur la 
développement de la théorie dea fonctions de Yariableg com- 
plexeg, 1983., 人 . 

以 上 提 到 的 蔬 籍 , 完 董 合用 与 否 , 兹 诸 者 其 栈 , 仅 供 大 券 。 其 
但 有 关 事 项 及 容 考 文献 ,请 参看 课 省 座 。 
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